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SSorretie. 



^ua einem ä^nlidjeti Sebürfniffe, ttiie bicfe fceutfc^e 
Scarfeeitun'g bt^ 9laüicr'f(^eii 8t^rtu(^8, i|l anä) bie aU 
§fu^ang biefem jireiten 93anbe beigefügte §f6^anblung fjer« 
Dorgegangen, in meld)er ic^ btm mir geäußerten SBunfd^c 
ju cntftjred^en^efud^t t)a6e, ben ©c^ületn bzx I^ieftgen poltj* 
tec^nift^en ©t^ute eine mögliti^ft Hare nnb mnfaijt gintei=^ 
tung in bad JBerftänbniß ber Söiet^ote bet fleinfien Quabrote 
barsuölcten. SJtrtn finbet t}iet im 9BefentIi(^ett eine tlera^n- 
tarc 9teprobMCtion brr urfprüngli(^en iDarfleHnng beö 6e?^ 
rühmten @rjlniet8 ber ?llJletr)obe, tüefc^c in ben @c^riften 
entfe alten ifl : 

Gauss f tbeoria motas corpornm coelestlom. 1809. 
Lib. II. S^ct. III., 

®anf, ©efWmmung ber Oenauigfcit ber Jöeobadjtnn:» 

gen (in ber 3eitf(^rift für Sfpronomie, SMärj unb 

«pril 1816), 

unter Bujie&ung ber STb^anblung Don gntfe in benffler^^ 

Uner aprcnomif^en 3a^rbü(^ern filr 1834. 1835. 1836, 



IV 

iinb mit Sfuöfc^Iiefung aKcr berjcnigen rein t^cotctift^en 
©pecufationen üon ®a\\^, ßaplace u. 9f. fl6fr 6a8 a5oT=^ 
fommcn btx ffieotac^hmflöfe^Icr, totldjt bic ©eflalt 5er 
??unction üotirommen unbeflimmt laffen, bnxij bereit ^ülfe 
bie SBa^rfc^einlit^feit einea Seobac^tungSfe^IerS in i^rer 
Sfbl^angigfeit tjon biefem S3eoba(^tung9fe^ler auSgebrüdft 
irirb. Sflur in ©ejie^ung auf bie (Srunblegung ber Slie- 
t^obe [)abe iä) eö üorgejogen, ben Saug beS ©rjinberS ju 
oerlaffen unb ini^ an bie ©tfcrift ju Italien: 

^agen, ©runbjttge ber aBa^rft^einlic^feitSrec^ming, 
1837, 
roaS iä) glaube ^ler mit einigen SBorten red^tfertigen $u 
muffen. 

@o lange nuin ben @a^ Dom arit^metifc^en SJlittel 
als ein Sfpom ber SJlet^obe ber Keinpen SHuabrate }um 
®runbe legt, fo ^at man bamit flreng genommen nit^tö 
anbered audgefagt, ald ba^ in aVitn ©attungen oon SSeobs^ 
ac^tungen, in benen man bei ber ?ruffuc^ung einer einzigen 
unbefannten Sonflante aud beobachteten 9Bertt;en berfelben 
jlc^ be8 arit^metifc^en SWittetö jur ©ejHmmung beS wa^r:^ 
fc^einlic^flen 8Bertbe8 biefer ßonflante bebient, bie «nmeus 
bung ber äJlet^obe ber fleinfien Ouabrate auc^ auf aOe 
compUcirteren Sfufgaben gerechtfertigt ifl, mel^e bie SBe« 
fKmmung beliebig üieler unbefannten Sonftanten aud bm 
beobad)teten SBert^en üon beliebigen Functionen biefer Son- 
jlanten forbern. I)ie 3uläffigfeit ber aJlet^obe ber fleinpen 
Quabrate jur ffieftimmung ber SBert^e unbefannter Son:^ 
flauten wirb alfo in jebem einjelnen Saue abhängig gemacht 



pon btx Suläjfigfeit eincö gemiffen tffonberen gaffeß biefcr 

SWet^obf, n>dä)n Saff jttar ber einfrtcfcfle untfr äffen mögss 

ticken ip, für beffen auffiffigfeit ffrbfl jebot^ feirifrlci 9frt 

Don Kriterium gegeben trirb, fonbern lebiglic^ bem Steinen 

unb Dflfftr^alten bie @ntf(^eibnng anl^eimgepefft bleibt. SWan 

frtnn jngefie^en, bnf bem Srpnber ber BJlttljobt eine ^olijt 

3urötffü^rung ifjrer 9fnmenbt»nrfeit bei ber erflen 'S^cw^tU 

hing feiner ^rjinbnng üofffommen frei finnb^ würbe \a 

bamit bie 2Jletf)obe felbp irenigffenS borifinfig jii^er geflefft 

nSmlic^ auf eine Sf)atfa(6e geffüfet, feer man im tägliien 

ßcben, wenn mä) o[;ne ein beutlid)e§ ©ewuftfein be0 ®runs» 

beö, bie ?(nerfennnng niemals üerfagt. 9f6er offenbar war 

^ieburi^ bie Srage nac^ ber ©egrünbnng be§ @a^e& üom 

arit^metifd^en SWittel feineömegö erlebigt, fonbern nur erjl 

vertagt 5 b. f). eö blieb noc^ bie ?forberung offen, burt^ tie* 

fereö ©inge^en auf bie Statur unb bie gntfle^ung ber (ju* 

fälligen) ©eobac^tungSfe^Ier eine fo affgemeine ©runblage 

ber 3Wetf;obe ber ffeinflen Cluabrate ju Sage ju förbern, 

ba^ barin gleichmäßig bie einfac^ften roie bie oerroidFeltßen 

?fufgaben, wetcbe man biefer SJtet^obe unterlegen mag, bie 

®pf)&xt i^rer Suläffigfeit gejei(j^nft finben. @of*e0 fc^eint 

mir auf eine [jöd^ft einfa^e SBeife ber oon §agen einge- 

fcfclagene SBeg ju leifien, melier fic^ auf bie Sfnna^me 

Pü^t : f/S)er S5eoba(f)tung§fe^Ier ift bie algebraift^e @umme 

au8 einer unenblid) grofen 9fnja]^I elementarer Sebler, bie 

äffe glei^ groß ^nt>, unb oon benen jeber einjelne eben fo 

leicht ^jojitio, wie negatiü fein fann." SRit anberen SBorten 

bie Sfnwenbung ber SKet^obe ber fleinflen SHuabrate jur 



■vni 

3ttt jtoeiten Kttflage. 

@(ei(6mte in bem erfleti 93anbe^ fini) anif bem Se^e 
btd itotittn 93anbed in biefer neuen Sfuflage §iu unb lieber 
f leine Wnmetfungen unb 3ufS|e eingefc^oben motben, fo^^ 
J0O^I in bem ße^jrbui^e felbfl^ n(d oitc^ in bem ^n^ange 
über bie SOtet^obe bet flrinften Quabrate. 2d) .^offt, ba^ 
babux^ fiberaS ba^ Serfiänbnif gefbtbett fein möge. !!)em 
9(n^onge eint gr9f ere fTudf&^rltc^f eit )u geben ald bid^er^ \\\ 
namentlt^ in ber Saffl btx beijuffigenben 93eifpie(t, f)abt 
i^ inbeffen ® ebenf en getragen , totil baburc^ ber Umfang 
bedfelben o(;ne SSer^ältnif n?flrbe angetoac^fen fein. 

§annoüer im Dctober 1854. 
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XXX. S3rfitmiitte 3nU%xaU, IDiffetettttation unb 3ittegratton 
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§, 342. ®tn bcflimmteö Stitcgraf f)at bic ©effnft 

b 
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tüo a bie SBeränberlit^c bcjci^net, /(a) irgenb eine fSunction 
Don a, unb a unb b jmei ßonfianten. SBermöge beffen, 
roa8 im XXVIII. ?f&fc^nitte gefagt werben ift, [)nt biefer 
STuöbrucf im nllgemeinen einen beflimmten conjlanten SBert^j 
unb will man pij^.üon bemfcfben ein geometvift^ea Silb 
mad&en, fo fann man i^n wie bie 35arjlellung ber Slad^e 
einer 6urt?e anfe^cn, beren 9r6fcijTe a unb bereu Drbinate 
f(a) \% welche glädje burc^ bie 2fbfciflfenarf)fe, bie ßurüe 
unb biejenigen teiben Drbinoten begränjt wirb, benen bie 
Sfbfciffeu a = ö unb a == 6 juge^Ören. 9Wan fann btn 
SBert^ jenes ?fu8bnidC8 immer entweber genau ober ange^ 
nähert angeben, mit 9fu0na^me berSäde, too bieDrbinate 
f(a) für einen ober meftrere SBert^e eon a innerhalb ber 
IprSnjen unb J unenbfidjgroßtoirb) biefe ?5älle erforbern 
nrößtent^eile eine eigene Unterfud^ung. 

§• 343. tiefer- Sfuffaffung gegenüber fa«n man bie 
Betrachtung be8 beflimmten 3ntegraf8 unter einen allgemein 

9la»)ler, 2)iff,' unb 3ttte(jra(v. II. ©anb. 1 



J ^ 



2 XXX. «bf^ttitt. 

neren ©ejtc^tdputift bringen^ menn man annimmt, baß bk 
mit /"(a) bejcic^ncte Function eine SSeränbetlic^e x in ftife | 
enthalte. Sflöbann ^ört ber obige 2fu8brudf auf, eine (Son== J 
ftante ju bebeuten j er wirb eine Sunction ber aSeränberUt^cn 
Xf unb ber SEBert^ biefer Function ^ängt (A üon berSorm 

^^er fjunctiou /*(a) unb t)on ben ©räujen a unb 6. Denn 
wenn man bie angejeigte beftimmte Sntegration in S&ejug 

^l auf a ausgeführt ^at, fo ifl bie Oröße a üerfc^wunben, 
unb eö bleibt nur noc^ eine Function, meldte bie einjige , 
Seränberlic^e x enthält. 

üDie aSeränberlic^e di fann aut^ iu bem^uSbrudfe be^ ' 
©ränjen, welche mit a unb 6 bejeic^net worben ftnb, ent«- 
galten fein- 3)er allgemeine Sfuabrutf eineö bejHmmtenSn* ^ 
tegralö, welches eine Function t>Dn x barfleHt, ifl fobann 






rfa. 

§. 344. hieran fc^Iießt jt(^ bie Sfufgabe, biefe neue 
Sfrt Don Function ju bifferentiiren, b. % bie Buna^me iX 
JU pnben, welche ber unenblid^ Keinen Bunal^me dx ber 
aSeränberlit^en x entfpric^t Stimmt man juerfl an, bie 
©ränjen be8 befHmmten Sntegrafö feien bie Sonpanten a 
unb J, fo ^at man 



/. 



unb 
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SEBenn man ferner bie beiben SmKtipnen fp^r unb ^x 
als ©ränjen anfielt, fo tri^ftlt nm 



KtPmmtt 3t*<*|Mle. 
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X-f dX^f da [fis, a) + ±f^- dx\ 






b. \). 






unb barauS burt^ SSetitac^Iäffidititg ber u'ttenbnc^ Trrineu 
@iir&fen ber jnreittn Otbnun^ 

rfX ^r^' da . ^-^ds - fix, ^xy. '-^dx ■ 

-j-f(x, ^x) .-^ dx 

§. 345. Dad DotPe^enbc SUflultat roirb anfc^auüc^, 
rreim man jtt^ baö bejHmmte SHtegral 



J <P 



O^a 



nrit^.fcm «fuöferurf bcr Statine WfAip, »9.54, einer (Surre 
ifi^iiifitet, Htm Orbinatf /(a?, «) ifl, iiibert^ blefe 9fM^e 
^iDifk^m tm **fciffen oP » (p^? tmt oö==^ fleiiöHiw^n 

1* 



gifl. 54. 




wirb. 1) 35ur^ bic aOeinigc Sfenbe- 
runö üou a? in /"(a;, a) mirb bie gurüc 
na(^ tnn tierlegt, unb bie gfäcbe tüäc^ff 
um ben 9laum ilfmuiV, ber bnrd} 

rfa,^?Äi5>irau89ebrürft wirb. 






2) 3)urt^ bic aflcinigc Sfenberung ton a; 
in ber unteren (SrSnje cpa? Derminbert fid^ bie Släc^e um 

ben 9laum PMf, ber burd^ f{x, (po?) -^ rfa? au8gebrü(ft 

wirb. 3) gnblic^ burc^ bie alleinige Sfenberung t?on x in 
ber oberen ®ränje y^x üergrö^ert jtA bie Sfndje um ben 

Jftmim 0iV^0', ber burc^ /"(a?, ^^) -^ ^^ auagebrtitft 

wirb. 2)ie gleid^jeitige 9fenberung üon o? in benbreiSunc- 
tionen fix, a), cpa? unb tj>a? üerwnnbeft überbieS bie Stäche 
PMl^Q in Plffirff. I)ie Dofffiänbige SCenberung biefer 
gfäd^e wirb alfo burd^ bie brei Streife ber obigen Sormel 
auSgebrücft, wenn man bie 9iäume MmJllt unb NnlC oer* 
nac^Iäffigt, welche unenbfit^ Heine ©rö^en ber jweiten 
Drbnung jtnb. 

§. 346. 2Jlan erfennt au8 bem SSorigen, ba^ man 
au8 ber ®Iei(^ung 



= /^M a) da, 



wo bie Oräujen a unb b conpant angenommen werben, 
ba8 ©ifferentialüerljciftni^ ber erflen Drbnung üon ber gunc=^ 
tion X erhält, wenn man unter bem 3eic^en / fiatt ber 
Function f(x,a),baQ 35ifferenttalDer^äItniß ber erflenDri)= 
nung t>on biefer Function, in 83ejug auf ä? genommen, an 
bieStette fe|t. ®8 ijl leicht ^ierauS jufe^Iie^en, bafi, wenn 



VrfHmmtr 3iitf(|riilr. 5 

man bübt ®eitm t^er nämnc^en ©leid^mig uiit dw mitItU 
plicirt imb fobnun integrht, man tr^aften wirb 

I Xdx= I da. I f(x, a) dtf, 

3)icfe ^Differentiationen un5 3ntegrationen unter 5em 3nte* 
graljeic^en beö bejlimmten 3ntegraf8 geben ein SJlittel ab, 
bie aSBert^e gemiffec 3ntei^ra[e ^er}uleiten , inbem man oon 
ben SBett^en anberer benitö befannten Sntcgrate auege^t 

Verleitung einiger beflimmten Sntegrale. 

§. 347. 2)ie C^erleitung ber SBertt;e bfr beflimmten 
Sntegrale, unb bie 9tac^n?eifung ber 93ejie[}ungen, welche 
unter biefen Söertl^en fJattpnben, ^aben b^ SWat^ematifet 
t>ie(fat^ befc^äftigt. C^ier fönneu über biefen ®egenflanb 
nur einige SinjeU;eiten mitget^eilt werben. 

Bunädjjl bemerfe man, ba^ fdjon bie ®Ieic^ung bea 
§* 304 

f{x)dx^l fix)dx+l f{x)dx 

Xq kJ Xq J Xi 

[)äufig jur 85ereinfad)ung unb felbfl jur Sfuffinbung bed 
bejHmmten Sntegralö führen fann, gö fei nämlic^ a?i ba^ 
arit^metifc^e SJtittel üon xq unb a?«, unb bie Sunction /(a?) 
fei ton ber JBcfc^affen^eit, ba^ jie ju beiben ©eiten biefeö 
93littel8 paarttjeife gleiche SBerttje üon gfeic^em aScrjeicIjen 
liefert, fü irerben bie beiben Sntegrale 

f(x)dx unb / f(x)dx 

Xn J Xi 

einanber gleicb fein, unb man (;at 

f(x) dx=2 I f{x) dx. 

. ^0 kJ Xf^ 



6 XXX. «bf^m* 

ätton ^at tilfo mx nöt^tg, bne eine fciefer Selten Stitegrale 
ju berechnen unb feinen SEBicrttj ju üerboppeln« 3- ^» 



jt ^jt 



I cosa?rfa5 = 2 I cos.Trf.c 



SBenn üon bem SBert^e a?=a?, aua fclc fjunction /(a;) 
0leidje nbfolute SSJertlje, aber entgegengefefete SBprjeit^en be= ' 
ft|t, fo jtnb bie beiben 3ntegrnle 

f{x)dx nnb I f{c^)d^ 
Xq J Xi 

glpit^faHö einanber entgegengefefct, nnb man f)Cii folglid) 









3.©. 

cosirrfa;=0. 




§. 348. Sfm einfad)fien jinbet man immer ein t?orge== 
Tegteö bef!immte8 3ntegra[, wenn bie nnbeflimmte Sntegra- 
tion ber gnnction, ttiefcbe unter bem 3eiii)en / peljt, ana= 
gefüt^rt werben !ann. ginige Seifpiele lüerben Ijierüber 
^inreid^en. 

9Jtan f)at, (mit SBeglaffung ber Sonftante) 

fa^dx^^, 

J ni+i ' 

folglich, wenn ber Sjrponent m ijojttitj nnb größer a(8 bic 
©in^eit üoronagefetit wirb, 



yX* dx = —-jrj , I -zm 



oo. 



9fu8 bem erften biefer beibeii integrale fofflt, üetmöge be8 
üurigen ^aragrnp^en 

ir« dar= — ,-r ober = 0, 



/- 



je nad^bem m Qtxabt ober ungerabe Ijl. 

§. 349. gerner f)at man bie ©Icit^uugen 



-r-i— ,- == — arctang— 



J7 

a 



/ ^ = arc «lö-r 

nu8 benen folgt 






a 



<to Ä 



l/"ö»— J7* ^ 

reo r^ ^ 1 

J^ e^dx = 00j^ e ^dx = —^ 

^ie Integration burc^ ^Kt^eUe gibt 

Jdx.x^-' e"' = — x""-' e"^ + (a-1) / rfa?.a?-' ö 

folglich wirb, loenn a eine pofttioe ganje 3aW ift 

Voo 

/ da?.a?—* e-'=1.2.3.4....(a— IV) 



«-« ..— '# 



•) «Kan fc^e beii 3ufa^ HI. aw ©c^luffe biefe« ©diibc«, »o bitfe« 
antegral ouÄfti^rlit^er bcttot^tet wirb. 



8 XXX. flbf^nitt. 

§. 350. a^ic ®Iei(^imgcn 
dx.&inax = , j dx.cosaxsss — 

ge^en 



j . 1 — COS OJt / 

^ ' J 



Bin a:r 

cos fiu? = . 

a 



2 

?ftfo ifl fcer aßertt) beS erfieu 3utcgrat8 gleid? — , wenn a 

eine ungerabe ganje 3nl)f ijl, bogegen gleidj S^ull, wenn 
a eine gerabe ganje 3a^l ift. 3Da8 jmeite Sntegral ^at 
immer ben SBerrt) yinU, ivtmx a eine ganje 3a^f ifi. 

§.351. ^ie Gleichungen 

ax,x^max= r- 



/ 



, x%\uax . cotax 
dx . X cos fljj = H ~ 



geben^ wenn a eine ganje Batjl ijl 






. . IC cos an 



a 

, cos <SX ' 
dx . X cos OO? = r- 

«* 



Sclglic^ wirb ba^ erflc 3ntegraf, je nac^bem a ungerabe 
ober gerabe ifl, entweber +---ober 5 unb ba8 jweite 

2 

Sntegral entweber ^ ober 0. 

§. 352. tfud ben ©leic^ungen 

/, . . sin J? cos j? 1 , 
dx . sin x^ = ri^ 



fds. 



« sin J? cos J? , , 

cos x^ = — r i ^ 



cos X* = --. 
4 



SefHminte 3nU^taU. 9 

erhält man ^ 

/»— /»— 

/ dx .sinx* = I dx, 

9fllflemeitt-flebeu Wr 9tebuctlonafonne(n be$ §. 294 
oa? . sim?"'= -| I 007 . sin d?«, 

aa?.cosa?*= / dx . cos ar 

folgetibe 9tf fultate : 1) SEßenn m eine getabe ganje 3^1)1 ift 

/ 2.4.6..^ « ' 



2\ ©enn m. eine ungerabe ganje 3a^I ijl 

.m 



• ^ • ^ / ^ j ^ 2.4.6...( 

dx.Bina^sszl £te,cosars=^-=-=— 
^0 3.5.7...f 

®8 ließt in bet 9latur bet (Sat^e, baf bie®ert^e ber 
befHmmten Sntegrale 

rfj? . sino?^ unb / ite.cos a?* 
Jo 

Keiner unb Heiner »erben, wenn bie 3a§I m junimmt, mag 
biefe 3a§I üBrigenS gerabe ober ungerabe fein* ©ejeit^net 
man alfo mit 2n eine gerabe 3a^I, fo erljält man burd^ 
SBerglei^ung breier auf einanber folgenben SEßert^e jener 
3ntegra(e bie 9te[aticn 

2,4.6...(2ii— 2> ^ 1^.6...(2flj-J2 re n. 2.4.6... 2fi 



3.5.7...(2«— 1) -^ 2.4.6...2» 2 -^ 3.5.7... (2«- 1)' 

tooraud man ^äflit^t 

HL ^ 2.2.4.4.6.6.,.(2it— 2)2ft 

2 ^ 1.3.3.5.5.7^^j(^-~l)(2«-l) 



10 XXK. fUff^itt 

unb 

jt V. 2*2.4.4.6.6,.. 2ft . 2fi 

2 -^ 1.3.3.5.5.7. .(2n--l)(2«+l) ' 

uiib 5a 5ie 2)ifferenj biefcr Itibtn festen SBertlje, mit tr)ticb=^ 
fenbem n, fltintx toixb als j|eb« an^ctbart 3i)^(/ fo ^ man 
enblii^, als ©räuie, 

j«^ 2-2.4.4.6.6.8.8.... 

^ ~ 1.3.3 5.5.7.7.9....* 

liefen 6emerfcn8iüert^en 9fu8br«df für bie 3al^l ä l^at 
fißaKid gegr^en. 

§. 353. 3)ie Olcit^unöen 

cte.c " cos6a?== — e "* r-r-ri 

welche ait8 §. 292 folgen, geben 

3e nä^er bie ®röf e a bcm SEBertlje 5rtuII gebraci^t wirb, beflo 
mel^r nähern jlt^ biefe beiben 9l'n8brürfe refp. ben Oränjeii 

•T- nnb 0. 5rtid)t8 beflo weniger flnb bie3BertI;c ber beiben 

Sntegrafe 

y'^oo fco 

dx,8\nbx nnb / dx.cosbx 
J 

noHjwenbig nnbefümmt. 

§. 354. 68 würbe überflüffig fein, biefe 33dfpiefe ja 
üermebren, weif in flßnlic^en Sollen bie 2fnffu(^nng ber in 
Jftebe pelienben SBert^e niemals @^wierig!eiten ^ben fann. 
Sfber man f)ai anä) felbji in folt^n gäCfen, wo bie gnnc== 
tion nnter bem Beiden J nid^t integrirt werben !ann, bie 



SBcrt^c t?ou einer großen Sfnja^I bcfHmmter Sntegrale er* 
mittelt. 2)ie SWet^ofeen, weldje jn bicfem3iele ffifjren, U^ 
flehen ^auptfnt^lic^ barin : 1) 5ie SBertöe ber gcfud^ten 3n=^ 
tegrrtlc nn9 nnbern fc^on 6efannten Sntegralen l^erjuleiten; 
burt^ Differentiation ober Sntegration unter bem3et*en/} 
2) jttJifc^en btr gunrtion, welche ba^ Dorflelegte Sntegral 
barflellt, unb l[}ren SDiffercntialen 83ejie^«ngen anf§ufuc^en, 
auB bmm man auf bie Statut jener Sunction }urfi<tf(^tie|efi 
fanh i 3) oon reellen ^udbrüdfen )u imagin&ren ^u^btadTen 
überjugel^em !3)ie 93etra(i^tttng b^r boppelten integrale ^at 
glei(^fa0d ju ber STufflnfeung mehrerer mii^tigen 9tefu(tate 
geführt. JDie nac^fofgenben JBeifpiele mögen üon bm fjxtt 
rtnflejeigten SWet^oben einen ©egriff geten. 

§. 355. SBenn man in ber ©leit^nng be8 §. 348 

i 1 

^ 

inbem man m grüßer a(d @inS ooroit^fe^t, auf Reiben @eiten 
mit dm multiplicirt unb fobann üon m=n anfangenb in* 
tegrirt, fo er^SIt man, gemäß bem §. 346 



/. 



/. 



da:. Y^ = 1— 



§. 356. 2L>ie ®Ieict)ungen be8 §• 353 

/"(X) ^ reo ^ a 

^ dx.e-'^smbx^^^:^,, J^ dx.e ^coshx^:^-^^, 

geben, menn man mit da multiplicirt unb fobann in ©ejug 
auf a, oon ö = c anfangenb, intrgrirt, 



/. 



dx . ^sin6a? = arctang-r — arctang - 



arclanff-r;j-i — . 
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/ 



, «»/\c Alf*-««« I f L— 



§. 357. ©efct man c=0 uub a=aO; fo wirb au6 
biefcn Icfcteu ©Ici^ungen 



Jo ^ ^' J 



dx . — — -=00. 
* 



68 ijl bcmerfen$ttjert^, 5af ba$ etjle tiefer beiben Sntegwle 
imabMttflig ücn beräa^I b noirb. 3n ber S^ot, wennman 



« r^ Sil 

bann ^ = j ff fet f^ t^eriranbclt ficfe brtSfelbt in 1 ifa * - 



8IDZ 

Z 

lüo A oerfdjrüunben ijl. 

§. 358. (ge fei ba^ Sntefltrtl üotfleleflt 

dx . c""**. 



7 



SJtuItipIicirt man baöfefbe mit einem anbeten gleichen 3nte:= 
fltal, in toelti^em y flatt x gefc^tieben werben mag, fo I;at man 



^-(«•-hf»). 



<'^-^~''. / da?.ö""*'=s / dyl dx. 
. J J J 

flWan fefce y=^xt, n?o t eine nene SSeränberli^e bejeic^net. 

fjür jeben SBert^, weld^^en x innerljalb ber ©ränjen nnb 

00 annehmen mag, werben bcn Söert^etr ton bi8 OO 

für y gleichfalls SEBert^e Don bi8 CX) für t entfpreti^en 5 

nnb überbieö wirb man ^aben dy=xdt. S)er Dorpe^enbe 

?fn0brnrf üerwanielt fie^ difo in 



./ J 







gül;rt man jncrfl bie Sntegration in Sejng auf x a\\^, fo 
erl^ält man 

dt 



M.- ^ 









93efiuttittte Stttefitolc* 13 



1 /-j^r^arclang/, folfllit^ /^ 



erhalt mrtu fd^Iie^fic^ für ba^ Quabrat be6 3nteflr(il8 
I dx.e-^ ben SBertö ^. SHfo ifl 





■'CX) 



/. 



^ 

iDcfc^crbemerfenewett^e Sfu05wirft)ielfn^c9fnn?f nbung finbet. 
9non fann baraud mie im §. 347 f(^lie|en 



/: 



§. 359. 8Ulan bctrnd^te ba8 Sntegral 



/. 



CJO 



sinr;r.6 < 



^iffcrmtiirt man in S3ejun mtf r, fo flnbct man 

^er bir 3nttgr<itton biird^ Steife gibt 

ir . a; sin ro! , e"****" = — =— , sinr«.e~*^-|-ö~i fda!,co8rx.e~'*'' 

unb ba baS (Stieb außerhalb beS Beizend /für bie beiben 
©ränjen tinb oo ju 9lttll wirb, fo et^ält man 



dr 2a^ • 



Diefe ©leic^ung lä^t bic Statur ber Sunction U crf ernten, 
totlift not^wenbifl fein muß*) 



*) a^an t)rrg(ei(^e unteit $. 385. 



tüo i4 eine Sonpaiite bejeic^net. 9Wan [jat alfo 



y: 



CO 



dx.cosrx.4^ ^*'^ = Ae ** . 




Um bie ßonpante A ju beflimmeti, ff|e man r=0, 
melc^ed gibt 





/. 



9fber miö ber ©leic^uwg / dt.e"^ = \Vn 5e8 üori- 



gen ^aragrapljen erhält man^ loeun mau t=^ais fe^t, 

'00 


mithin wirb f^IießUr^ btx Sfuabrurf beö uorgelegtcn Stttegrnte 



/. 



da;,e-'''=lKjt} 



/ 



00 1/- — ^ 



OS . cos ra? . e = -tt— , e 
§. 360. ®8 fei bas Stttegral Dorgclegt 

'00 



/ 



. cos ajp 

'^•npi»' 



3)tan ne^me anfangs jur oberen (Sränje — , wo i eine gnnje 
3fl^t bebeutet, unb fffee 

2A7t 



/. 



3)ifferentiirt man jttjeimal nac^ einanber in ©ejug auf a 
mä) SBorfc^rift beS §.344, fo fe»mt 



93eflutimtr Sittegrule. 15 

X sin ax 2kn 



dx. 



dU__ f ^ 

da~ J Q "V 1+a?» fl^ +4**5t« 

2Äit 



PU .'f ff ' 



unb baraud erhält man 

2*31; 



dx. 008031; -*- 



^«^ ^0 (a* + 4A:» jt»)» 

ober, ba ba^ Sntfflral nuf btx xzijttn ©eite tiefer ©lei^ann 
ben SBert^ ^nU \)at, 

jj d^U 4ibia 



Slimmt man nun an, h fei uncnbüt^ gro^, fo wirb ber 
Setrag auf ber reti^ten ©eite biefer ©leid&ung Derft^winben. 
83ebeutet atfo je^t ü ba8 gegebene SntegrÄl, fo ^at man 

da»' 

ajiefe ©leic^ung benimmt bie Statur ber Function U, 
beren adgemeinjier 3fu8bru(f ifl*) 

wo A unb Ä jmei Eonftanten bebeuten. SJlan erfennt aber 
Mi^t, ba^ ^ier 8=0 fein mii^, weit brr SBert^ beS üor* 
geCtgten 3ntegral8 mit mit ber 3a^r « nnbegränjt warfen 
fann. 5Dlan ^at alfo nur 

CO 



/. 



, coa ax A ^ 



' ^+^' 



*) 9){aii fe^f untfit $. 435 



Um bie Sonjlante A ju befiimmen , fc^r mm ä = 0, 
unb l)a man fobrtn« ^at / j^^ =1 ~ = ^4 , fo rvirb 



/, 



j cosao! 3t 

flu? . r- = ^""* 

*+^* ^ 



§. 361. ©efet man in biefer ©leid^ung — ffatt x unb 
}uglei(!^ iiui flatt a, fo erhält man 



/. 



cos ojp n _^ai« 



Daraus fofgt weiter, burc^ Differentiation in ©ejug auf a, 
bat ni^t minber bemerfenemert^e Jftefultat 

§. 362. Um an einein S3eifpie[e bie ^nivenbung bed 
Smaflinfiren ju jeiflen, fei flefleben 



/: 



00 __ , 

dx,cos2rs,e ' , 

00 



©efct- man für cos 2rx feinen 9fuabru(f bur^ imaginäre 
@jrt)onentiaIdrCfen, fo oerioanbelt fic^ biefed 2lntegra( in 

-CX) J — CX) 

ober, wenn man mit e"*"' multiplicirt unb bioibirt, um bie 
gfponenten Don e unter bem Beteten / in tofffiänbifle 
Quabrate ju txrwanbelU; 



fdt^immU Slitt(§valr. 17 



J —00 J —OD 



CX) 

?r6er nrt(^ §. 358 \)qX mnn 



/: 



00 



/: 



für jeben beliebifleii SBert^ ber Sonfkinte 6. @ebt mau 

olfo 4 = -t-rK-l^ fo lüirb 5er2fu5bnitf brö üorgelegtcit 
3ntegrals 

— CX) 

^armtd folgt fogfeic^ 



/ 



L 



CX) 1^ 

d!ar. cos 2rx,e~^ = ^^ c"^. 

* 

tüelc^eö Äcfultat mit bemjenigen beS §. 359 übereinpimmt. 



\XXl. Sntegratton bet £tffetetttia(fttmtiottett bet etfirit Crbs 
Qttitg 9011 «e^rrrrit tmolbl^äitgigeii SSerättberlti^ett. S^ebiitgtmgeii 

bev SntegrabUttat 



§. 363. SBenii eine I)ifferentinIfunctiou l:>on einer ein^ 
jiflen aSeränberfit^en gegeben ifl, fo muj biefefbe unter bie 

9fla))iet, iDif-Muib Siitedtalr. Il.^nnb. 2 
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gorm Xdx fatten, tco X eine Function bejeir^net, wel^e bie 
aSeränberlic^e x nefi^ teHcWgen gonftanten in ^d) ent^Mt. 
a5ie giinctiott Xds lann fofcann immer rvie baS Differential 
einer ßetriffen Function üon a? rtngefe^eH n^erben. SDcnn 
entweber ifi Xdx baB Differential einer befannten Sunction 
tjon X, unb in biefem Saffe lä^t jtc^ bie Sntegration un* 
mittelbar auöfü^ren, ober man fann menigfienö biefe 3nte= 
gration baburt^ ju ©tanbe bringen, ba^ man bieSunction 
X in eine nat^ flanjen ^otenjen ber Seränberlic^en x ^oxU 
ft^reitenbe JReilje enttrirfelt unb t?on jebem ©liebe baB Sn- 
tegral nimmt. 

§. 364. S9 fei bagegen eine Differentiaffunction ber 
erpen Drbnung t>on jtrei SBcränberlic^en x xuxb y gegeben, 
fo wirb biefelbe bie Sorm ^aben Pds-^Qdy, tco Fnnb 
jttjei beliebige Functionen üon x unb y bebeuten. ®ne 
folt^e Function fann nit^t allgemein mie ba^ Differen- 
tial einer Function Don x unb y angefe^en werben j 
biefeS wirb nur bann ber Sali fein, wenn bie beiben ©rö- 
^en P unb Q einejc gemiffen 83ebingung *®müge leifien. 
Denn e8 fei U irgenb eine Function t?on x unb y, fo n^irb' 
ba^ üoHflänbige Differential Don U, b. ^. biejenigcäunal^me 
Don U, hjetdje ben gleid^jcitigen 3una^meu dx unb dy üon 
X unb y entfprit^t, nac^ ben ©uttritfelungen beö IV. 9fb* 
fc^nittö auSgebrüdtt burt^ 

*^^rfS'""^'S""^'^* ^'^ DifferentialDerljältniffe ber Function 

U in 83f jug auf x allein, unb in aSejng anf y öffei«, be^» 
beuten. ©oH alfo bie gegebene guuetion Pdx + Qdy au5 
ber Differentiation irgenb einer Function l/" öerDorgegangcn 
fein, fo mu^ man fefcen Fönnen 

'^ dl' ^ äy' 



9«ncttonrn ooit tnt^ttttn Ktt&nbetliä^tn. 19 

Sfber m6) §. 69 ifl ftetö ^ — ^i niit^in nm^ mau 
gIfidjfiiHö ^rtb^n 

dP dQ 

lüelc^e ©fcidjung bie Jftclatiou miSbrüdft, fcic unter t)et 8unc* 
tion P unb Q befielen muf, wenn 5er Sfu6brudf Wa?+ Qdy 
baS Differentiiif einer ^Function t?on x unb y fein foU. 

§. 365. X'it gegebene Function fei Pia? +prfy--|-Ärf«, 
IDO P, Q, R irgenb irelc^e gunctiouen öon ben JBeräBberlic^en 
a?, y, z bebeuten. 83erfter;t man unter U tint Function 
t)on cp, y, z, fo ^at man 

Jir dU , . dUj . dU , 

dU^^d^+^dy+^dz, 
xinb überbted 

d^u d^U d^U d^U d^U d^U 
(f2r(fy (fyfifi? ' dxdz dzdx ' dydz dzdy 

2Jlit^in fann bie gegebene Function nur bann ia^ 1t)'\^ntn^ 
tiaf einer getriffcn Function üon x, y, z fein, n?eun bie 
®rö^en P, Q, R bm 83fbiugungen genügen 

dP_dQ dP__dR dQ_dR 
dy rfj? ' dz dx' dz dy* 

Sfetjnli^e 83ebingungeu pubet man für eine größere 
Sfuja^I üon SSeränberlic^en. 

§. 366. SBenn bie gegebenen Dilferentiaffuncttonen 
ben I}ier aufgehellten Söebingungen ber Sntegrabilität ®enüge 
leijleu/ fo erhält man i|ir Sntegral auf folgenbe SBeife. 

®8 fei gegeben 

dU=Pdx-^Qdy, 

fo muß ba^ Sntcgral U not^wenbig üon ber tJorm fein 

U = fPdx+Y, 
toüT eine gituction bebnüet, welt^e attein ijon bet SSer^: 
änberlit^en y abbftngig ifl. Um biefe Suncfion ju fiuben, 
jiel;t man au8 ber leiteten ®Iei(^ung 

---4 — -• * ' "^ •* , j 



' J 
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unb 5a tieft ®x^t glei^ Q fein vm% fo ^at man 
moraud 

S)aö gefugte Snhflral ijl alfo*) 

ü=.C+fpä.+fäyQ0-f'^d.y ^ 

§. 367. ®8 läßt ftt^ leitet jeiflen, t)a§ bie «fuSfft^r^ 
barteit biefer Sntegration ba^ SJor^anbenfein ber im §. 364 
angejeiflten Sebingung üorauSfefet. 35enn bamit bie ©röfe 

rdp 

Q — f ä~ ^ ^"*^ Simction Don y allein fei , ifl e8 not^ss 

wenbig, ba% ba^ 35ifferential berfelben in Sejng auf s btn 
9Qert§ 9lua ^abe, b. fj. ba^ 

^ — — = 

dx dy 

§. 368, g8 fei j. 85. bie !l)ifferentiaIfunction gegeben 

ydx—xdy 

!S)a man ^at 

fe genügt bie vorgelegte ??unction ben 93ebingimgen ber 
3ntegrabilität. Serner gibt bie angejeigte SRet^obe 



*) Sßentt P nur Sunrtion »en s^ alfo au(( nur gunrtion oon 
y if, fo lottb einfach 

U^C + fPdx + SQtfy. 
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uab 

§fDer bie SBerflleic^ung mit ber fltfltBetten SfiincHon le^rt, 

dY • 

ba^ 3~ ßleit^ 9luQ fein muj. golfllit^ ifl ba8 gefud^te 
Sntcflrar nur 

rssC-j- arc lang — , 

§. 369. @d fei bad (Differential gegeben 

Dieffiebinflung ber 3nteflrabilität wirb erfüatj bennmau f)at 

d^~ dx ~ (^»+y*)"* 
3Jlan fefrt öffo 



s 



= arc tang [-Ix-^-Y. 

CDarrtu« folgt tteiter 

dU x_ j,dY_ 

dy "^ iP*+y* rfy 
unb burt^ aSergleic^ung mit bem gegebenen 35ifferentiaf 

(^a+ya)y ar^+y« '^ dy 

fofglidi 

dy y ^ ^ 
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aWitljin tt?irb bai flefut^te Sntegral 

l/" = C -|- arc lang — h ^ ""♦ 

§. 370. Die|tI5cn Sctrat^tungen laffen ftt^ aud) auf 
bif jcnifleu Differentialfunctloncn üOcrtragcn, melt^e brei ober 
tncbr SBeränicrfic^e enthalten. ß*ö fei 

. du = Pdx + C^rfy + Rdz 

ein gegebenes ir)ifferentiat , »elcfte9 ben SSebingnngen ber 
Sntegrabilität; §.365, (Senüge leifie. Sias Sntegrdll/'nm^ 
not[}menbig bie gorm ^aben 

U=^fFdx+Y, 

tvo Y eine Function bcr betben SSeränbcrlic^en y unb z be* 
beutet I)iefe ©leid^ung gibt, tt)ie oben, 

dy J dy * dy' 

unb ba biefe ßiröße gfcie^ ö fein muß; fo l;nt man 

h?o Z eine Function ber SSeränberlici^en z allein bebentet. 
9JJan [)at alfo Jefet 

2)iefe ©leiduing gibt weiter 

dz J dz'*'^ ^J "^ V<te J dydz "V ^ rf^' 

unb ba biefe lefcte ©röße glei^ Ä fein muß, fo h?irb bie 
t5unction Z befhmmt bnrdj bie ®Ieid)ung 

trorauS 

z=c+/..|;«-/f^-/«(f-/-*)-|. 



aJMt^iii ifl enfcli!^ fcna flefiMJ^te Snteßtnl 

§.371. SRati faufi öuc^ ()itr Jcit^ «ac^torifen, öflf 
bicfc ©nttrirffinng bea 3ntegral8 bat SSor^ndenfein bir 
im §. 365 flugcjeigtcn IBebüiginigen ber SntegrabiliWt 
üorcmafefct S)amit «ämlit^ bie ®rd^e 

eine ?$unctiütt t)on y uttb Js allein fei^ mu| il^ Differential 
in Sejng auf x genommen ben SBert^ 9lutt ^aben, b. C), 

rfO dP ^ 

rfa? dy ^ 

X)amit ferner bie ©röfe 

eine Function üon >ä aHein fei, mfljfen i^re ©ijferentiafe in 
ffiejug auf x unb in Scjug anf y genommen, einjeln gleich 
9luB fein, b. f). 

3Diefe Reiben Irrten ®tti(^ungen rebuciren ftt^, mit Bujie^und 
ber obigen (Sleic^ung . . 



auf 



((2? dy ' 

— — — = ^ — ^=0 
da: dz ' dy dz ' 
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unb in biefen fcrei Olcic^ungen ftnb bic ©ebinflimgen bc§ 
§. 365 micber eut^altcn. 

§. 372, 68 fei j. as. gegeben 

S)iefe Function etttfprit^t ben SSebingimgen berSntegrabU 
(itöt; benn man ^at 

SJlan ttJirb ölfo fefeen 
35iefer 2fu8brutf gibt meiter 

dU _ %y . dr 

unb au8 ber aSergteic^ung biefe8 Sßert^8 mit ber gegebenen 

?function erfennt man, ixi^ j- gfeidj Sinti fein muß. 5fIfo 

fann F nur noc^ bie S3eränberfi(i^e z enthalten, ^an §at 
aber 

dU_ 2z , dY 

dz ~ ar^+z» ~^ dz ' 

unb au8 ber SSergleic^ung biefe8 aBnt[)8 mit bvc gegebenen 

dY 

Function fie^t man , \ia^ awi) — gleid^ 9lua fein muß. 
Da8 gefud)te Sntegral ifl alfo 

^="4 'SS- 

§. 373. 68. fei ferner gegeben 



fttitcttottm oon mrllrrreit Setänberfi^eit. 25 

""««""Tis- 

®en Söebingungeh btr Sntegrabilität fleft^ie^t ©enttgt, fca 
man ^cit 

</y (to — (2:*-|-y> + «»)»' dz~dx (ar»+y*+z«)«' 

Wlan fefct alfo, gcmäf ber Dortfleu Wlttf)obt, 



ir=_/. 



dor-.-^'r^+r 



(^*+y*+«')* 

35arauö erhält tnan 

dU 2y . dY 



dy x^+y*+z^ 

unb bie äSergleic^ung mit bem gegebenen X^ifferential gibt 
roorauO 

dy z' « ' 

ancin ^at a(fo jeftt 

ü^lx — l (j?*+yH- ^•) + -^ + ^. 

$ierau8 folgt meiter 

iü_ 2z y. I f? 

dz :r»+y«-|-Äa z« "• d5 ' 

unb burt^ SBergleidjung mit bem gegebenen Differential 
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g^'+y'-^' y 1 _ 2z y X dZ . 

moraud 

a>a8 gefugte 3ntegrnl wirb nffo 

§. 374. 6S ifl fnum nöttjig ju btmerFen, baf nuiH 
ju bcm nämfic^en JRcfultate gelangen mu^, mit welcher üon 
ben SSeränberfitfeen man awii Me Sntegration beginnen mag. 
SBüttte man in bem Dorigcn ©eifpiele mit bcr SSeränberlic^en 
% ben Sfnfang machen, fo ttürte man fefcen 

ttJü X eine ??unction t?on a; unb y bebentet. SJlan erl;ält 
baraud 

"SJ""" ar»+y2+z2 "*" fite' 

unb bie SSergleic^ung mit ber gegebenen fjunction gibt 

3;a-,y2_g^ 2ar dX 

(ar»+y2+z»)ar ar'+y^+t» "T"dar' 

b. [;. 

dx X* "^ ' 

WO r eine Snuution üon y allein bebentet. ajJan t;at alfo je^^t 



^unttiomn t»9n mrl^rercit fittänbttli^tn. 27 



Xioraud folgt totxitx 



dU 2y , \ . dY 

"TT ~r 



imb bur^ Sctglei^ung mit bet gegebenen Sunction finbet 

dY 

man, ia^ -— ben SBertI; ?lull [;at , ober baß F fi(^ auf 
y 

eine (Senficinte rebucirt S)et t)c(Iftiinbige SQert^ ton V 
toycb alfomie oben 

U—C I l ^^ 4_y__J_. 

§.'375. Söcnn in ber ®Iel(^ung 

du = Pdx + Qdy 

bie red)te (Seite ein genaues S;ifferential ifl, fo ifl IT eine 
Function ber beiben unabhängigen SSeränberlid^en x unb y. 
3n ber ©eometrie betrachtet man biefe gunction tc'xt bie 
Orbinate einer Släci^e, bie recfctirinflig auf berjenigen 6beue 
errichtet wirb, in weiter bie beiben Sfbfciffen x unb y ge^ 
jö^It »erben. 9fteT e§ Derüäft fi^ nidjt meljr ebenfo, »enn 
bie !l)ifferentialfunction Vdx + Qdy ni^t ben ©ebingungen 
ber Sntegrabitität ©enüge leiflet. 3n biefem gatte ^at bie 
obige ®Iei(^ung feinen ®inn mel}r, »eil man jte nit^t mef^r 
lüie abgeleitet au8 einer anari;tifc^en JRelation anfe[;en fann, 
bie unter bzn brei ©rößen U, x, y flattfinbet. SBill man 
ber ®Ieic^ung in biefem ?5aIIe einen @inn beifegen, fo Fann 
bieö nur baburt!^ gefc^e^en, ha^ man eine gettiffe {Relation 
jttjift^en ben beiben SJeränberridben x unb y feflflellt, bie alös 
bann auffjören beibe unabl;ängig t?on einanber ju fein, 
©efet man j. 85. y^=^{x), wo <p eine üoHfommen toid* 
fürlit^e Function bebeutet, fo nimmt bie oorgefegte ©lei^ung 
bie ?5orm an 

du = Mdx, 

too M eine f^unction oon x allein ift, unb bie loiHfürüd^e 
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Sfunction (p(a?) mifi bem ©ifferentiafeer^MtiiiJ btt crftcn 
Orbnung üon bicfer ?Sunction in fic^ enthält. 35iefe ®IeU 
ri^ung du = ilWa? f anii immer integrirt »erben. 35te Äuncs- 
tiou U, meiere mau biir^ bie Integration ftubet, flellt bie 
Drbinate einer Suroe bar, beren ^rojection auf bie ®bene 
ary bnxij bie ©feit^ung y = cp(a?) gegeben ijlj unb e8 ifi 
f(ar, ba^ bei ber Unbe|limmt^eit ber Function (p fic^ eine 
unenblic^ gro^e Wuja^l t^erfc^iebener Surten angeben (ä|t; 
btnm fämmtlit^ bie Drbinate U angehören fann. 

Diefe ^Betrachtungen |inb leicht auf biejenigen Satte 
}u übertragen, mo bie gegebene iDifferentialfunction eine 
größere Sfniaf;! üon SBeränberli^en enthält. 



XXXIL IDifferentialglei^itttgett ber erflen Orbnaiig §t9if^ett 

Itoti fBerättbecfi^en. 



§. 376. Unter ber obigen Benennung begreift man 
überhaupt atte ©le^ungen oon ber Sorm 

wo OH tvie bie unabhängige SSeränbertic^e angefe^en toirb, 

y lüie eine Function üon x, unb -^ ba^ DifferentiafDer^ält:^ 

nif ber erften Drbnung oon y, in SBejug auf a? genommen, 
b. i. ba6 93er^ältnij ber gleid^jeitigen Suna^men ber beiben 
SBeränberli^en x unb y bejeid^net. (Sine foltfee ©leic^ung 
fiettt auf eigentljttmlid^e SBeife jwifc^en ben beiben aSerflnber* 



(teilen eilte Stelation fefl; Don btx man {l^ auf folgenbe 
SEBeife einen ©egriff madjen fann. 

anan bmtt fxi) tie gegebene ©(eici^ung aufgeföfl in 

JBejUfl auf ^, fo baj man f}at 

it)o 5aa 3rit^en cp eine Sunction anjeigt, meiere im affge* 
meinen enttoeber einen ober mehrere Sßert^e beft^t. (gö fei 
erjlenS biefe Function t?on folc^er 83efdjaffen^eit; ba^ jle nur 
einen einjigen SBertt) ^at , unb ju größerer Sßeranf^auli:« 
(^ung benfe man flife a? toie eine STbfcijfe unb y mie bie ju* 
gehörige Drbinate, fo ba^ bie gegebene ©leic^ung einer 
ebenen Gurüe angehören mu^. SBenn man ben SBeränber* 
li(^en a? unb y refp. bie beiben miUffirtif^en SQert[;e a inib * 

b btifegt, fo gibt bie öorfie^enbe ©leic^ung für —^ einen be« 

jHmmten SBert^, mit beffen §ülfe man, fobalb man x Don 
bem SBert^e a aud um eine fe^r Heine ®rö^e wac^fen ober 
abnehmen läßt, bie entfprec^enbe Sfenberung beö y t?onbem 
SBert^e _b au8 fennen lernen fann. I)enn bejeic^net Aa? 
eine fetjr Weine 3una^me tjon x, fo ^at man fe^r nabe 

Ay =ss -^Aa?. ®ibt man fobann benSSeränberlit^en a? unb 

y in ber Dorfle^enben ©lei^ung refp. bie beiben SBert^e 

a + ^ unb 6 +-^ Äa?, fo liefert bie ©Teilung einen neuen 

aSert^ oon ^, welcher anf biefelbe SBeife baju bienen fann, 

ein neues ^aar ton SBert^en ber beiben SSeränberlic^en x 
unb y ^erjufletten. fSä^rt man fo fort, fo erhält man einen 
ouafe^rf leinen geraben ßinien jufammengefe^ten3ug, weldjer 
Beflo me^r mit einer getriffen ßuroe jufammenfatten mirb, je 
fleinere SQert^e man ben 3una^men A« beigelegt ^t. S)ie 
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lüdfire fflebcutung fcer gegebenen ©leit^ung ip alfo Ut, ba^ 
fie Me ©eftalt einer gewiffen ßnrüe fejHegt, wn toti^tx 
man irgenb einen ^unft njiHfürfid) annehmen fornn. 

3e waä) 6er SBa^l, roelcf?c man für btn erjlen ^nnFt 
berjenigen ßurüe trifft, bie auf bie angegebene SBeife mit 
^ülfe bcr Dorgefegten ©feic^ung conjlruirt werben fann, 
wirb nic^t nur bie Sage, fonbcrn im allgemeinen aut^ bie 
©efialt ber Surüe eine anbere tücrben. 9lic^t9 beflo weniger 
^aben alle bicfe ßurüen einen gemeinfd^aftficf)en 6[;arafter, 
beffen Statur bureb bie gegebene X)iffercntialg[eid)nng aM^ 
gefprodjen wirb. Dbcraucf), biefe 3)iffcrentiafgleid^ung brüdtt 
eine ©igenfd^aft au9, welche einer nnenblid}cn 2fnja[;t t?on 
6urt?en, bie man fid^ in einer ©bene gejcic^net benfcn Fann, 
gemeinfam angetjört. Xiefe ©igenfdjaft befielt in ber 9fn= 
gäbe ber Steigung ber Sangente irgenb eine9 ^unft9 al8 
Function ber ßüorbinaten bicfcs ^uiiftöj fic bietet bö* 
SÖiittcl bar, bie ganje ßurüe ju couflruiren, fobalb irgenb 
ein ^unft bicfer (Surüe feftgefledt worbeu ijl. . 

9Jlan fann übrigens bemerfen, ba^ bie 2fu9Wa^I einer 
beliebigen au8 ber nnenblid) großen Sfujat;! üon Surfen, 
bcnen bie gegebene Dijferentiafgleic^ung a«gel;i)rt, nur t)on 
einer einjigen wiHfürlictyen Gonftante abfängt. 69 genügt 
j. ffi. ben SBertl^ Don x f cfljupellen , weldjer bem SBertbe 
^ = jvige^ören fott. SDenn man muß immer bie näm« 
nd)e Surüe wieberfinben, wefc^en ^rnxtt biefer Snrüe man 
auc^ al9 gegeben anfef;en mag» 

§• 377, SItan ne^me jweitenS m, bie ©leic^ung 

liefere mehrere üerfc^iebene SÖert^e für bah 3)ifferentidlüer= 
^ältniß ^* ^^*^ ^^"" fobann \tbm biefcr 2Bert[;e für pc^ 
betrachten iinb baranf baejenige anwenben, wa9 im t>orlgen 
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Barographen gefagt motten ifl. S)ie gegebene Differential« 
gleic^ung gehört alfo in {)iefem ^aKe, roie man feiert erfennt, 
mehreren ©Ijftemen t>on Snrüen an, bie in* einer gbene 
firgen un5 einanber manni<^fa(^ burd^freujen. J)iefe ®Ieis 
^ung fcrüdFt @igenfd}aften aita, meiere xefp. btx unenbHc^ 
grafen Änja^l \>t>n (Suroen gemein finb, Me jebem einjetnen 
biefer (S^jleme angehören, ©igenf^aften, bure^ tcMjt bie 
Steigung ber S^angente einea beliebigen ^unfW biefer (Snrtjen 
aW ?function ber ©oorbmaten biefea ^unFta befümmt ift, 
fo baß biefe Surfen mit ^ülfe ber gegebenen ®Ieic^ung con:« 
fhruirt werben fönncn, fobalb einer i^rer fünfte gegeben wirb. 

§. 378. Sfna bem SBorfleficnben ip feiert ju erfennen, 
waa man unter ber primitiven ©leit^ung ober bem 
Sntegrnl ber gegebenen Differentialgleichung ju Derfle^en 
^at. Diefe primitive ©feit^ung muß, wenn fie bicfelbe Sfff* 
gemeinl;eit tt?ie bie gegebene Differentiafgleid^ung beft^en [off, 
jebe ber 6\n:t?en in-jlt^ begreifen, njeldje mit §tilfe biefer 
(Sleic^ung conffruirt werben fönnen. Sfffo 1) muß fte eine 
millfürK^e Sonftantc entsaften, üerfc^ieben von benjenigen 
Gonffanten, wctt^e etwa fd^on in ber gegebeneu Differential* 
gleic^nug üorfcmmen. Die Unbeffimmttjett biefer wiDfttrlidjen 
ßonjlante wirb bem Sftefuftate bie nötbige ?fllgemein[;eit 
geben, fcamit baafelbe baa ganje (Softem ber 6urt?en bar^ 
ftede, benen bie gegebene ©feit^ung angehört. 9fber aut^ 
2) muß biefe primitil)e Oleic^ung ber gegebenen Differen- 
tialgleichung ©enüge leijlen , b. ^. ea muffen bie SBert^e 

tyon y unb ^, welche aua ber primitiven ©leic^ung unb 

i^r^tDifferentialgleit^ung folgen, in bie gegebene ©leicbung 
fubfiituirt, biefetbe entweber ibentifc^ ma^en, ober ea muß 
bie ©fimination ber wiBfürlit^n (Sonfinnte aua ber primi:« 
tiüen ®leic^«ng unb i^rer Differentialgleichung bie gegebene 
©leit^ung wiebcr berüorgeben laffen. 



; V. 
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§. 379. 3e5e ©(eic^ung in entließen VuSbrUden, 
tütldjt einet gegebenen (Diferentiatgteic^ung ©enäge Teiflet 
unb eine wiHfarliii^e Sonflante enthält, ifl bad a ((gern eine 
3ntegrar Riefet Differentialgleichung. %ud biefem ad^ 
gemeinen integrale ge^en bie befonberen ^ntegrafe 
^erDor, wenn man barin ber n)illfür(id;en (Sonflante Der^ 
ft^iebene befonbere Söert^e beilegt 

@d gibt häufig primitioe ©leic^ungen,. »elc^e einer ge» 
gebenen 3)if erentialgleic^ung ©enäge leiflen, eljnt jebod^ eine 
h^iHf Urtiere Sonflante ju enthalten. Butoeilen flnb biefe ®Uu^ 
c^ungen befonbere Sntegrale, in benen bie wiDfürlit^e gon« 
fiante baburc^ Derfc^wunben i% ba^ man i^r einen gen?iffen 
befonberen 85Bert§, toie j. 85. ober (30, beigelegt ^at. 3n 
anberen Satten bagcgen fönnen bie in SRebe fie^enben pri* 
mitioen ©leidjungen burd^ feine 9fnna§me befönbercr SBert^e 
für bie mittfürlic^e Sonflante aud bem attgemeinen integrale 
abgeleitet werben ] fle bcfi|en einen eigent^fimlic^en ß^arafter, 
unb erforbern eine SSetrai^tung für fid^. ^rimitioe ©leis 
jungen biefer festen §frt werben befonbere Wuflöfuns: 
gen genannt, bie man alfo nid^t mit ben befonberen Snte^s 
gralen Derwed)feln barf. SBon ben befonberen Sfuflöfungen 
wirb am ©(^lujfe biefeS 9rbf(i)nitt8 bie 9lebe fein. 

§. 380. 3ur erfäuterunn ber üorfie^enben SBetrad^s: 
tungen möge bie Differentialgleichung bienen 

2Jlan er^Stt barauS 

.dx X ' 

nnb auf bem oben angezeigten SBege erfennt man (ei^t^ 
\>0i^ biefe ®(eid^ung einer jeben geraben 8inie angehört, 

: ^ welche burc^ ben ^unft ge^t, beffen Soorbinaten jtnb a? = 

< . unb y = 4. Da8 attgemeine Sntegral ifi 
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rcntialglridjung ©enftgc, treil bie SBcrtlje y = ir + * w^^ 

^=ra, ojel^e auft i^r ifecri^jorfle^cn, tiefe J>ifferentiatgleic^uu8 

ibentift^ mrtt^enj unb flberbiea r nt^ait . jle Me wiafftrli^e 
(Soiifiaiite a, meiere nit^t in bet gegebrnen ©feic^iing üor:» 
fommt. 8ä^t uirtii biefe Sonpante |l(^ aiibern, fo tverbrii 
bie bi^ufd^ 6«worflr^nben btfenberen Sntegtnfe äße geraben 
ßiiüen barPeUen, mefi^e, bei terfc^iebenen Slelgunöen gegen 
bie Sf^fe ber a:, einanber in ber 9fdjfe ber y in einem 2f6s 
flanbe b Dom ^2[iifangdpuu{te bur^fc^neiben. 

§. 381. 6ö fei ferner bie X>ifferentiiilglei(^nng gegeben 

^^ür-^w^O, ober i^-^(a+2ir)*r=0, 

beren l^rimitibe ©Icic^nng i(l 

tvo i bie ii>Hirai(icf|e iS^nflai^te bebeutit S>iefe i^rimttioc 
&Uiümu% jlelit einr .^araibel bar^ beren %f^fe jpaxaZtl jttr 

9f(^fe ber y liegt, in einem «Tbpdnbe — | üon biefer «f^fe. 

I)ie (Snroe fc^neibet bie Sfdjfe ber y in bem Slbfinnbe — 6 
i?em ^Tnfnngapnnfte. ' Jim alle ßnrüen jn erhalten, benen 
bie gegebene S)iferentialglei(^nng angeijört, genügt e§ alfq 
bie ßonfiante b in ber primitiven ©leit^ung alle Söertlje 
Don — OO bis + 00 burt^Ianfen jii laffen 5 ober, iraö auf 
ba6fe{^e ^mandfommt, bie flombel ^arofler gur 9(c^ff ber y 
}U Derfc^ieben^.ol^ne bie fiage i^rer Sf^fe ju änbern. 

@o trie bie Differentiofgleic^ung ^ -«— 2a?=0 }u 

ber primitiven ©leic^img y — aa?— a?«-fJ==0 fflbrt, in 
welcher 6 tie n)iflffirlid)e (Sonpante Ift, fo taitn man and} 
eine anbere -Differentialgleichung angeben, wefAt' jti ber 

9tai>itx, JDCff.-- unb Sntegvalt. II. 53aMb. 3 



34 \\%\l «bfAnM. . 

nämfid^en l^rlmitiüen ©ki^iuifl fü^rt, fo bn^ a al8 milf^ 
füvfi(^c 6ünpiinte.erf(^eint. 5)iefe S^iffercntwlgleic^img et- 
Irält mnn wumittelbar, wenn man bie primititie ©leldjung 
fü einrichtet, t)fl| bie ßonftante a bnxd) I)ifferentifltion üer- 
fcbtüinben mnf 5 b. ^. tüenn mnn pe für biefe ganjlante 
miflöf, mobuTi^ mm erhält 



®ifferentilrt man ttnb «iiterbratft im grmrinfefmfttid?^" 



1 

??actor —r, fo fommt 



y ^- iP —^ -f- rp' + 6 «= 0. 

SDtan fann biefe I^ijferentialgleit^nng aber anSj ftnben, o^ne 
bie jjrihutiM ©leirf^nng in ©ejng auf « «tifjnldfen, wenn 
man nämlii^ biefe gonftante auö ber primitiven ®leic^unfl 

wnb ber ®leid^unff^--^fl — 2a;^=vO, bie burr^ S^ifferen- 

tiation au8 i^ Ijertjürgef^t, eliminitt. ®le jult Jt gefnttbehe 
IBtfferetitialflfci^unfl, in meJc^^r WeSctifhlrite ö verfi^unben 
\% ^ilj'M ebtnfp Itie bie t)rimttipe ©(eic^nng;, in n^eld^er a 
iine bie roittfürlic^e ßonftnnte angefeljen n^irb, allen ^axo- 
beln on, bcrcn Sfc^fe paraCel jur 9f*fe ber y liegt nnb bit 
biefe ?f(^fe in eiiiem Sfbfianbe — bvem ^fitfangapnnfte ber 
Eoorbinaten bnrti^f^nelbenC 

©äre ü6rigen8 bie ©leic^ungy.'-aj^'-f- ir^Tf* = 

^e; geg^bae grnJefeti, fvl^dtte!9an.batau6 nic^tifrtmMtel^Atr 
bie primitit« ®feic^rtitg ^erfritcti fönne», au> irefi^er jW 
entftanben ip} beim bie linfe ©eite biefcr ©feirf^ung ip fein 
genaues Differential üon einer Function ber SBeränberfi^eu 

a? nnb y, ©ie mirb ea atcr, wenn nxan ben Sactor -r- 
tpieber ^erflellt . . ; . 



lDt{ferefitta(0(et((iiitoen mit ^tb^ Bttänbttli^en* 95 
§,382; aSöenu Mi flefleOene Xiffttciitiölgleid^unfl i^ 



fo et^ält man 



^ = + fl 



SMglif^ ge^ßrt ^kft @leic^ung $Hdei ®t;f}emtn ton (jcrafrett 
Stnien an, »efc^r mit bet Sfi^fe iber o? aCBinffl ei nf abliefen, 
brrm trigönotn^trifd^e Saugt nten refp. a>\mb — fuib. 
3^r aügemeincS Sntegrai ifl bie @Iei(^ting 

toelt^e aus ber SJlnltipIifation ber briben ®fei(!^uiigen 
j + ÄP-~i=±=sO' uub y — öa?— 6=0 entfielet , bie refp., 
wegen ber nnUfütlictcn Eonflantc b; irgenb/iiier unter bm 
getaben Sinien be§ einen ober beS aiiberen @l;flem8 ange« 
^bren. ®ifferentiirt man biefe (Sletc^ung, fo ett)ait' man 

unb burt^.Sfimination üdn b au9 biefcn bciben (l^fcid^ntige'n 
ergibt [xij n?ieber bie gegebene ©Icit^ung. 

§. 383» Söcnn allgemein eine primitive Ofeidjnng 
gegeben ifl, totläjt bie beiben SBeränberlic^en x unb y nebfl 
meljrerjn . Sowfiantcn a, b^ c^ k. enthält , \xrxli mlä^t man 
bejcin^Mcen lann mit > 

fo miri) bie Oleit^nnjjy.n^eü^e man. barauft nnmitt^Ibar 
burt^ i)ifferentiatiott erf;ält; nämlic^ 

dF.dFdy tl \' dP' \ dp , ^ 

jugleit^ ^^it jener })rimitiüen ©leit^mg ©ftltigfeit ^abem 
ajlan fann alfb biefe bciben ©leidjungen auf beliebige SBeife 
mit einaiibet. comWmren} ba9 Slefuftat ttJtrb immer gTeit^«* 

*';,'-fVw ^J Äi «-'-0 •'-#'' ; 



r 



HU eine gftlHfle ©leidjung^fciu. 68 ift mBöIic^, ba^ fc^oii 
tie Differentiation eine ber Sonpanten a, b, c, it. jnm 
aSerft^tpinben gebracht bat, weither gaß eintritt, n^enn biefe 
ßonffante nnr in einem ©liebe uortomint, melt^eö treber ^r 
notfc y entMIt. SOlan tann aber anc^ eine beliebige ^o\u 
jlante eliminiren, bie fnf) jnflleie^ in beiben ©leitfeungen 
Uüt|inbet. 9Ran fnnn fllcH^affe eine gewtffe Suncti^tt Doh 
dP itnb y enminireh, bie in. einigen 6)Iiebern entölten ifl« 
, Sublit^ i{} e« mbglii^ , ba^ aOe ©lieber ber S)if erentiaf:^ 
flleic^nng mit einer gewiffen gnnction t»on x unb y afe 
Sactor beljaftet erfreuten, weldje I)iun3egfÄDt, fobalb man 
bie ©unime biefer ©lieber gleich Sind frfct. 

69 ift ^)ierau8 leicht ju iiberfe^en, ta^ man an? einer 
unb berfel6en t)rimitiDen ©(etcbnng im ad^emeinen burc^ 
tjerfc^iebene Dp'erationen mehrere !Dif erentiatgleidjungen bers= 
leiten fwvif bie gänjlic^ Den einanber Derf^^ieben ftnb, nnb 
man begreift baxaw^ bie ©t^iüierigteit ber nmgefe^rten 9fuf:' 
gäbe, welche barin befielt, üon einer beliebigen vorgelegten 
a^iffercntialgleic^nng bc[^ Sntegral ju finben. ®iefe Sfnfgabe 
tüitb I)ier je^t jnnäd^p innertjafb ber bnrc^ bie Ueberfd^vift 
biefeö 9fbf^nitt9 angejeigten ©ranjen ber)anbelt werben. 



IDiffwfiulalgltit^ungen Wr nrftfn Orbnung, in ^fnfn bo« ^iffftentiafufts 
^ältnt^ nur in ber erflrn ^otenj üorfommt. 3:rennungbrrfBfr&n^er((^rtt. 

§. 384. ®8 möge eine gegebne S)ifferentialgleid3ung 
ber erfhn Dtbnimg betrachtet werben, in weldjer ba^ 5)iffei 

rentialüerljältni^-^ nur in ber erften ^otenj ocrfommt nnb 

weldje bemnat^ bie Sonn t)at 

mt) P unb irgenb ipel*e SfuncHoneti i>on:r unb: y beben ten. 



66 ijl fügleid? ffflt; ba^, totnnbit^nnttmxPdx'^QJy 
ein genaues Differential vow einer gemiffen Function bon 
a? un6 y ifl, &. f); lüenn pe ben im §,364 angejeigten SSe- 
Wiifinngen ter SntegrabilitSt Oenüge ftiflet, man nur nötWg 
Itat gemä^ ten im 6ürigen ^fbfdjnitte gegebenen Wegein Kjr 
Sntegral ju netjmen. Xiefeö 3nte>iral n?itb, t?eri?i)Hffanl)igt 
burc^ eine tüiQfnrüc^f (Sonflante unb baranf g(ei(^ 9lnII ge:s 
fe^t, baB gcfndjte Sntegral barfteflen, Diefer befonbereSatt 
fann inbeffen nur bann eintreten, n^eitrt bie gegel>ene S)iffe* 
rentialgfeidjung baB nnmittefbate Slefnltat ber Differentiation 
ber primitiven ©leit^ung ift, n?elt^e festere man jut>or ai^f 
eine foli^e gorm gebrati^t Ijat, baf bie roißfftrlid^e gonjlante 
in einem ©liebe üerfommt^ melc^eS meber x noi) y enthält; 
unb mitljin burtft bie Siiffereiitiaticn üerfcbirinben fann. 

§. 385. TU gegebene Xifferentiargleidjnng M^t fl*. 
immer integtlten ober lüeritgPertö auf bie Sntegration oon 
Xiffetentialftittttionen' twn einer einjigenffierftnberlidjen jii=» 
rfltffüljren, wenn eine Trennung ber Sera nberli(!^en 
ftattfinbet, b. ^. menn bie gegebene ®(ei(6ung bie 8orm tjat 

X«te + rdy = 0, 
mo X eine ^nction k^on w aOetii, nfib ¥ eine 3uortion 
\^\ y aQeiii bebeutet. 3n biereih 8aDe. mirb nämUc^ bod 
nOgemelne 2Sntegra{*) 

fXdx + frdy + C^O, 
mwn man mit C bie n^iKfürU^e 6on{lante.beiel(!^net. 

35ie Trennung ber 83eri1ttberlicl)en ift augenfd^rinüA 
t?or^anben, a^enn bie ?fufföfung ber ©leidjung in Siejug 

auf g gibt 

benn man eröält fobaiui 



38 I iX3i%lL Wfm^iiU 

^ -^dx -^ 0, woraus ff - fxds + C = 0. 

S. 386. . SiiweiUn f ann man b\t Srennunö btx 58«= 
nnterfid^eii burd^ eine Uinformuiig ober iurd) eiiifü[)rim0 
fiim neuen. aSeräu&erlidjeu Rerbeifü^ren. X)aö 6emcrfeu9- 
trertl^ep^ S5^ifpiel bit^tx Sfrt bietet bxt ©le^ung 

p ^Py^Q^O^ ober d^+hfdx-^-Qdj^^O, 

in meieret P nnb Q Functionen üon o? allein finb. ^aw 
nennt Wefe ©fel^ung eine lineare ©leit^nng oou 5er erfleu 
Drbnungv ober eine (Sleic^ung »oui crflen (Srabeunb twu 
ber erjien SDrbnuug; tofil fie nur.bie crjlen ^oten^en i>on 

ber Function y nnb ifjrem ajiferentiaber^äftniffe ^ &er 

erjien Orbnung entplt. ®efct man barin 

y = Xt, n>orau§ dy^^^tiK-^Xdlt, 
inbem man mit X eine Function öou ä?; nnb mit t eine 
neue SBeränberlic^eNjeic^net; fo gtfct bie @ubflitntion in 
^ie gegebene ©Uicfenng 

idX + X4i + FXidx -f ^rfa; = 0. 

®a' feie Funttien JT ooWommen uubejiimmt geblieben ifJ, 
fo fann man jie burc^ bie Sebingnng bcflimmcu, ba^'>bie 
üorfle^enbe ©leie^ung in bie beiben fofgenfern jerfattcn fott 

tdX-^Qdx^O, imb dt'^Ftdx = Q. 

3n ber jtt)eiten Oleie^ung futb bie SSercinbevfld^cit getrennt, 
nnb man erhält barauS 

^ = — Pdx, U = -fpdx, t = e--^l''^. 
Ziffer SBert^ con t gibt, in bie erjle ®Ui(^unfl flfft^t, 

9fH9 bfibtn SBert^en für X Htib t folat etiMiii^, wtQtn 

y = xi, 



y^e-^^*' (C --^ j ix .Q^^) • • 

nfs attgemcrncS Sntegrnl ber ötaebtiicii ©rcidjuirg, in mirU 
e^cm C bic rt>Ulfur[idjc ßonftaiitc bffccutet. 

§. 387. ?fuf biefelbc SQcife fiinn mrtii affc ©leic^ungeii 
üou ttx Sonn ,. 

jT^» rfy + /V" rf^ + OrfjF = 
intefltiren, iro Puiib Ö glridjfalle jjirci beliebige guncHonen 
Pütt a? bebeuten. S)enu biefe fefefc ®feid?ung üeriüniibelt 
ftc^ wieber in bie frühere; wenn man y" = ä fc^t. 

§. 388* I)ie a^itnnnng ber ©eränbetlidjfn^ Jfl gleidj^* 
faH6 erreidjbar in einer ©feidjnng üon ber Sonn 

.|+,(x)=„. . , 

3)rttn luait fefee ^=»A f^ «^«^^ jr «a?^ tini ^ =*^ ^'+^ ^ » 
fofglldj oeriranbelt Pc^ bie ©feii^nng in fofgenbe 

in tt?cl(6er bie 83eränberlid;eu getrennt jinb. 



$3om intrgrirenben Snrtor. 

§. 369. ©üH eine Difetentialgleic^ttng 

bie gorm eiiw# geiuinen XiffertnHflle mn einer SniKtion 
ber beiben 95er8nberli(^en a mxb^ y bejl^en , fo ifi jnnftdjfl 
notl^wenbig^ ia^ bi^fe ®Ieid)ung ald umittelbarea 3(efultat 
miö ber I)ifferentiation ber frimitiücn OUidjuiig AerDorge* 
gangen fei. Aber felbfl wenn biefe fflebingnng erfüllt ifl, 
fo l)at bennoc^ bie Differentialgleidjnng ni^t immer bie gorm 
eined genanen ®ifferrntin(§; weit bie ^Differentiation §nmei(en 
einen gemeinfdjitftüdjen Sactor in fämmtlidje Olieber ein- 
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« 

Derfc^tüinbet. ®ö fei |. 93. bit piinutm ©lei^uufl 

fü ift ba8 Differential ber unten @eite ^ ^^ .unbtpenn 
man biefe ®rö§e gleich ^wÜ fefct, fo ertjiiljt man bloß 

nnb bie linfe Seite biefer (Slei^ung ifl fein gcnauca !Diff^ 
rential me^r. ©n ä^nlid^er gaff fam am ©djluffe beS 
§. 381 üor. 

§. 390. SBie aber anc^ eine gegebene Differentialgleis^ 
r^ung entflanben fein mag, fo läßt flc^ berceifen, ba^ eö 
immer einen integrirenben Äactor geben mftff«^ bmi) 
beffen aRuItit^Ucatipn mit ber gegebenen ®lei(^ung ein ge^^ 
naueö (Differential $u (Stanbe fommt» SJlan benfe jtd^ }u 
bzm ßttbe bie gegebene ©feit^nng auf bie gorm gebracht 

h)o V irgenb eine Function Don x unb y bejeic^net. Das 
allgemeine integral biefer ®(ei(^ung ^at auf feiner linfen 
@eite eine gemiffe Function üon x, y unb einer wiDfärlic^eu 
gonpante a, bie in ber Diffcrentialgleicfeung nic^t üortommt. 
Denft man fit^ alfo biefeö affgemetne 3ntegral in SSejug 
auf a aufgelöf} unb mithin auf bie Sorm gebracht 

fe wirb Ih eine Function üon x mb p fein. Die Diffe* 
rentiation biefer ®fei(^ung gibt 

dU 

dU . dU du ^ , du . Ab ' 

:5 — h T- T^ = 0, ober :r + -^17=' = 0/ 

dx ^ dy dx ' dx ^ dU * 
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tctld^t ®U\ä)Xii\Q bie (Soll flaute a nxijt me^r eut(}ä(t; xmb 

mithin mit ber gegebeneu Differentialgleichung ibentifc^ fein 

muß. 9Wan muß affo ^abeu 

dV 



■ 


? + »' 

dx ' 


rfy , dx' 

dx "*^ i(; ' 
äy 




\\b baraud 


^ 


\ 






a-+of 


^dü .dU 
''^ dx ^ dy 


dy 

dx* 



SRun tp bie ®röße^ + ~^-^ bie üottflänblge biriotrte 

Function t)on ü. Solglic^ »irb baöfelbe Don ber ®röße 

^ + '^ S^^^^^^$ fobalb man biefe mit bem Snctor — 

multijjlicirt ^iit. 

^\xx6) ta^ SSorfte^enbe ifl man üon ber ©jrijlenj eineö 
iutegrirenben ffactorö tjerfic^ert, mit mlijtm bie gegebene 
©leidjung multij^Iicirt »erben muß, um unmittelbar inte^ 
grirt n^erben ju fönnen. Ueberbiea fietjt man, ia^ biefer 
Factor befannt fein n^irb, fcbatb bie primitive ®(eic^ung 
befannt ijt. 

§. 391. @d fei }. S3. bie primitive ©(eic^ung 

üDie 35ifferentiatiün berfelben gibt 

ydy - ö (rfj? 4- dy) = 0, 

unb mrnu man oxxh beibeu (Gleichungen iAt ßtnjlaute a 
eliminirt, fo erhält man bie 3)ifferentialgleic^ung^ 

i2x + y)dy — ydx == 0. 

I)ie linfe ®eite biefer Oleicljung genügt nict)t btxx ©ebin- 
gungen ber 3ntegra6tIttAt. 93tingt man b^eß^alb nae^ Sotc 
f^rift be§ üorigen yorftgrop^en, bie primitiw ®feid}ung 
auf bie Sorm 
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= a. 



fo wirb t)ic beriüirtc gunctioii i>tr linfm ©eiU, in SSr^iig 
auf y genommen, Ifjqr^- aSriuflt man ferner bie J)iffe:= 
rentialgleit^ung auf bie fjorm * 

<^y y — 

dx 2sF-\'y~^* 

unb mnltiplicirt biefelbe mit bem gnctor 2/^47^' ^ ^^^^^^ 
man 

y » + 2ay rfy _ y» _ 

2(^+y)» <to 2(jr+y)« 

pber 

(ya+2jy)</y— y'rfjT 

2(i;+y)3 

3n biefem ?fuöbr«tfc erfennt man aber fofort icx^ i^ülipiHii:^ 
bifle 3)ifferential ber Function «^ Jv ./ »»^ (ntet barauö 

mitl)in unmittelbar bie primititie ©leic^nng mieter [;er. 
§. 392. 2fu8 ber ©rcic^unö beS §. 390 

dy 

dl) 

(äpt pc^ ferner ftfclleßeu, ha^ aw^tx bem Sftctor -~ eine nii* 

enblit^e SSlenge anberer fjactoren angegeben n^erben fann, 

weldje fSmmtlic^ biegigenfdjaft befi^en, bie?Junctiou^-|- V 

}u einem genauen 3)ifferentia[ }u machen.. Sßenn man uäin^ 
Ii(^ unter <p((^) eine beliebige SuAicttcn Don U oerfte^t^ fe 
wirb bie @rbße 



IBom int^difteritlr« 4|aetQr. 4S 

ixt üonpänfciflf beritnrte Suiiftion ücn einer ©cjüiffen gimc- 
tioii \)oi] U \m, fcU mit *{U) beieid^tiet werben mofl. 
SBenn man nlfo fcie linfe Seite 5er oorfle^enben ©(eijt^nnfl 
mit btm ffoctor 

multipriijirt^ fo toixb {ie gleid^faOd ju einer genauen berit)irten 
gunctiou üon einer 0ett)ijTen Sunction Don x mxb y werben j 

b. ^. btr ^Tti^brndt ((>(l^)— wirb cintii initgtirenben harter 

ber gegebenen !t'i|ferentiaIgIei(^Hng abgeben, wie man ant^ 
bie DoBfümmcn wilffürlie^e Function (j> fe|l|iellen mag. 

ajaS 3ntegral biefer Sunctien, nach ginfO^rnng beö 
geiKtniiten Factors, ifl aber ibentift^ nrit ber fo eben bnrc^ 
^{ü) Sejeic^neten Function, fo i)(\% man als allgemeiiieö 
Sntegral erhält 

wo C eiiie wiüf Midyc Sonflattte . bcbcitttt 3)nrAuS folgt 

unmittelbar 

wo C »ieber eine wiafftrrtc^e (Sonfiante bebaitet SDiefe 
Ie|^ ©{eic^ting tfi aber bad integral ber gegebenen 9(ef« 
d^ung; uttb mithin führen aOe SactoteU; weid^e in tem $fu8^ 

brutfe if{V) -^ enthalten fmb, jule^t ju bem nämlichen Sn- 

tegraft. 

§. 393. es ergab jt^ im §. 386 and ber ©leic^ung 

dy 4- Pydjf + Öd» = 0, 

in weftfccr P unb C^ gunctii^nen wn x allem jtnb , baa 
Sutegrol 
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lüo C bic irillf ftrn<j^e. ©onflante bcbeutft %^ä) bm 93or= 
Petenten miib man bicfeS 3utegral auf bie f?orm bringen 

C= fdx . O^:^*^ + y ö^*' =±= V, , 
unb bet Factor/ mit ttclc^cm man bie XilferentihföfelAung 
mültipllciren mu^, um fie intcgrirbar ju mati^en, wirb alfo 

mi^ §. 390 fein ^ = i/^^. 

SJlan fann bie6 auc^ birect nad^meifen. 68 fei nam=: 
li^ ji t>ft unbcfanntt integrirenbc Siactor, bet wie eine 
f?unction üon x allein angefetjen merben mag: Sütjrt man 
btnfelben in bxt S^iferenäAlgleii^ung einy fo wirb ba8 ®Iie( 
\iQdx integrirbar fllr jlt^, unb eö ^anbelt ju^ nur noc^ bar^ 
um , ji fcurt^ bic ffiebingung ju beflimmen , ta^ bie ®i öpe 

|birfy '\- \LPy d(ß 

ein genauiee ^if^reiitia{ n[)erb^ SOIan mup a(fo i^ben. 



^ == jiP , ober — = Pdx, woraus \i = /*^. 

§. 394. SBodte man biefe§ lefete S5erfal;ren aügemein 
nnmenben, fo toUrbe man afö gegebene ®Ceul^uitg anjufe^eu 
C)aben 

Pdx + Qdy = 0, 
wo T unb ö ttgenb beliebigt gunttioiien öon iß wxib y be* 
beuten* 93e)eic^net man beii iittegritenben Factor biefer 
@(ei(^ttg mit \i, fo mu^ bie Function \l augenfc^einüd^ 
ber 83ebingung genügen 

dy dx 

b. ^. 

?fber biefe ®leic^ung ift beinalje immer fcfjwicriger jvi be^ 
[^anbeln al6 bie gegebene ®feidj«ng felbjl. 



a$om ^ieQflrrtiktli .Sartor. 49 

.§.385* . Snnn fmm im(i^ &emftfrn> j^d^ jfl#. in. aQen 
WiJtVi, WO mnn Htr^ ieine SranSformdtiou ber ©(riesig 

eiiu ^tenjfttttig ber SSn^ätiberlii^ep ()etfeetgefä|[ift ^at, aiit^ 
inimittjlbar 6er inteflrirenbe ??actor angeben läßt, welcher 
tie ®rß^e Prfa? -}- prfy ju einem gennuen Differential macl}t. 
Slimmt man namlic^ an, e§ feien flatt 5er 93cränber:= 
\\ik\%\\ X nnfryWe ncwen SJetÄiiöctlidxn • umfc retngefftbrt/ 
fe iüirb t)rr flegibeije ©leidjung ftc^ üermanbelt ^aben in 

mo if unb iV^ Sunctiüiien üon 5 nnb f flnb. S)er SBorauö* 
fefeung gemä^ mn^ eö nun eine t?wnction F uon % unb / 
geben, fo befcbaffen, \io!^ bie 3)it)ijion fcer legten ®leid;nng 
bur^ biefe Function eine Trennung bet SBeränberlie^en t;er= 

beifü^rt, b. I> ba^ y eine gunction Don % allein, unb -p 

eine Function üon f aOrin tt?irb. 35ie ®röße y ifc +y A 

i.P alfo bann ein genaue^ 3^ifferentlal geworben. @e|t man 
aber in biefef ®rdf c fftr % aiiö r i^r« afu^b^Üdfc buri^ s «wl) 

y jurficf, fo fällt fte mit ber ®rößC"y dx -^-^dj/ jufammen, 

i 

too man in V gleit^faOS fOr $ unb t it;re WnSbrütfe bur(^ 

p Q 

X unb y gefegt bcnfen mu^. gofglidj wirb aw^ -ydx -\-ydy 

notf)tt)enbig ein genaues Differential fein. 

§y 396. 9ffö lÄeifjDld fflt Ne JErettnung 6er SSerän^^ 
bftlii^eti Wmte im §. 388 bie ®m(!^ung - : 

dx-{ dti=(i, 

totXiit.tw^ bie. @u6{lttiitivn tf^ait, motaui dgtp^tijt- 
-f-. a')rf«/.ft(^ vettDonbrtt in • , ., 

•[t:i-.fH)]dj:-^.0(k'>~O, ... 



m 
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tmb inml^a 6ie »etattfeerii^n gitreimt mertew., wenn 
mm hitii ä{t'^fit)] Miniilrt. 9la<^ bem üorigen 5>dta* 
grapsen muß alfo bie ö«flf6eiie ©Wi^ung intcgrirt »erben 

f öitnen, toenu matt fle mtt bem Praetor ^.^1/^1 ' «iunit)Iiritt, 

na(^6em mau in tiefem f?actor für t feineu SBert^ burt^ of 

mb y axv bie (Stelle gefefct Ijat^ b. I). ber iutegrireube Sac^ 

'1 
trr ber omtbenetv ©Itit^ung muß fwn "",-i ^x-^* 

SEBirflid) ertjfllt man burt^ SWultipfication mit biefem Sactor 



<9 

■i> < I I *■ r, .,■ 



däB-\- dy 

= 0, 



üüel^eö man leidet auf bie Sorm bringt 



ttilift ^ieft .©leit^ung fann intcgtirt »erben, bii — — ^ 
ba8 a^ifferentlal t>on -^ ifi. 



^omogtne ^tfferentialglrtc^ungni. 

. ; §. 397. Unter einer homogen e n 3 u n c t i « wfie [;t 
man jebe f^unctioit; n>e(<j|e aud^liebern jufünfmeifgcfefrt i^; 
in benen bie (Summe ber ©jrponenten ber SBeränberlit^eu 
einen conpanten SBertf; I}at. 68 fei ü eine homogene gunc^ 
tion tjott nw^rerm SJeränberlid^en x, y,.tt, (25e|^'man irt 
berfelben tx aw bie (Stelle t>on x, ty an bie ©teile üou f> 2c„ 
fo üermanbelt p(^ bie Function in f^U, totnw n bie ©umme 



brt ^pofirdttn bcr fiBeräntecUii^i in |tbcm ®Iit&e it^dui^f 
iwki "SAt 3a^ ^ (jei^ trr @rab irr ^aiogeiien Shmcftotn 

@ffct man 1=1 +y, ober lüaö ouf brtdfefbe ^InmiN 
fommt, a?+5'^ öii t)ie ©teffe üon J?, y+yy au bic ©teile 
t^on y, 2c., fo erbäft mau b\ix6) ^ntctwbnnß bea S^a^for'* 
fd)fn 8el;tfate8 (§. 138) 

iitii) n^eini man t)i^ Ihtf e @fite nnc^ ter f*tnc>mif(^en 9ki^ 
mtn^iitett, unfe bit mit gleiten ^otenjen 6*r unfiefWmntten 
Gtel^e -^ tw^ftftert ©Heber rinanbev flfeidj fe^t, fo fotttmt 

wr ^^ \ ^^ I 

u. 

3Mefe a3ejiel)iinöfn pffcjjt man nnttt bem Flamen beö 
8et;rfate6 Don beu t;'cmogenen gunctiouen.ju^: 
fammenjnfajtrn. 

§. 398. ®ie S3rtra^tunfl ber üorflcfjenfcen ^eiicBunflen 
erleichtert ju Weifen bie Siitegration ber 35ifferf ntivxlfnnctionen 
Don mehreren Sßeränberlic^en. SÖenn nämlic^ eine Function 
t;omogen ifl, fo birb biefe ©igenfc^aft biitt^ 3)ifferentiaHon 
bet ,8itttctloii hiebt auföe^oben. fjofflfit^ roenn umgeftlrrt 
eine ^c^mogene a)ifferentioIf«netion 

Pdx -{- Qdy -^ li. 

gegeben ifl, ttjefdje ben JBrtingmigen ber Sntegrabilität 
®enüge leifiet, fo Ijat man nnmittefbar, menn man mit U 
i^r Sntegral bejeit^net, fo wie mit n ben ©tab WtfeS ato^* 



t^raiS, 5er immer ben gemrinf<^nftfi(^cn ®cüb fcec ?huu=» 
tioiien F, Qt K. uof eine ©in^eit ft6fertrifft, nai) 5em tum* 
flirr ^araßm}?^tit 

n[7 5r= Par- -f Öy :+ 2C + C. 

§. 399. Sßenn in ber CDijferentialgleic^ung 

Prfa? + (?d^ = 

bie Sunrtionen P.nnb Q ber SSeränberfiii^en x unb y n^o:= 
mofleri ftnb, fü laffen flc^ biefe SSeränberlii^en leidjt trennen, 
unb bie . ©lelc^nng wirb mitl^in unmittelbar integrirbar. 
SRan fe|e nämlii^ y=xtf fo nehmen bie Functionen P unb 
Q bie :!®e|tarten m .pix^ unb ^", wo. p un^ y Functionen 
Don t allein jtnl!, unb n bie ©umme ber 6j:pwK«tej« öon 
^ unÄ ff in feen ©fiebern ber; Begebenen @leii^iuig ^ebeittefc 
3)iefe ©leic^ung mirb nlfo 

(p + j0^a:-f-ja7A=0, ober ^+-^=0, 



v\ 



wo bie SBecänberfic^en getrennt ftnb. 3)ie 3ntegration gibt 

. ■ . ■ . ■ ' • ■ "" 

in roil&jtx ©teic^nrtg man, nadj Sfti6fül)ruhg ber angejeigfen 

Integration, für t feinen SBertt; -|- ju fefccn ^at . 
§. 400. g8 fei j. 33. bie ©feldning gegeben 

\n mii}tx P=^ a? -^ 2ff nnb Qr==ry homogene .FuncHöneii 
üom erfien ®rabe pnb. 3;)urcfe:bie @ubf[itution jp == a?« 
perwanbelt fi(^ biefe ©leicbunfl in 






bereu 3tttegror*fl' 



wo C bic ttMUfüriic^t ßonflante bebeatet. ©e^t man für t 
feinen SBert^ ~/ fo erhält man 

wofttt mön auf^ fc^ttttfen^ fahn 



inbem C jefet eine anbete Gonffante bebeutet 

§. 401. gö fei ferner bie ©feit^ung flegeben 

iw* + «y ^ 2y«) doP + (y« — 3s*) dy = 0, 

in nwldjer P «=*= a5» + ;ry — 2y» nnb = y« — ar* ^omo* 
gene Snnctionen Dom jtoeiten ®rabe jinb. 3)|e ©abtfiittM^ 
tion y = a;^ gibt 

SJerSStuc^ auf ber finfen ©eite biefer . ©leic^nng^ melii^et 
mit dt muftiplicirt ip, täft fic^ nac^ ben SJtet^oben beS 
XXIV. Wbfc^uittS in^ ^artinfbri^e jerleflcn, rcoburc^ man 
er^It 



1 "^»^^ 4 



^3_2/a— 2/+1 5(/+l) » 5(2/— 3-/5) '5(2^-'3+ 1/5)* 

aJlit^in irirb bie cortöt Oleic^ving 

a? 5 /+! »" 6 2/~3— 1/5 "*" 5 2/— 3+ Yh ' 

nnb . i^r Sntegral lüirb 

h> - \ /«+!).+ tV /(^-3*+i) + ^i ^g^=?c; 

(Statt biefer Oleid^ung fann man enblid^ ft^reiben 

yiQ»\tx, ^ip nnb Sntegtalr. II. IBanb. 4 



dO XKXIh Mfililinf 



§. 402. a5ie ©itfercntialflleii^uufl .t)c8 §. 399 

Wj? + O^y == 0, 
tDclc^c nie l^omogcn t?orau6gefe|t Wirt, mxb in meldjer n 
ben gemeinfc^aftlit^en ®tab bcr Functionen P xmb Q be- 
jeit^net, terroanbelt ftd) buw^ bie Annahme y^^stvix 

imb [jierin werben bic S5n:äwberii(j^ett getrennt, wenn man 
bixxi) i»*+* (p +.?^) biDibirt» ®arauö a6«t folgt nermi^jje 

beS §. 395, ba^ btx 2fu6brutif ■ ^^- ein integrirenber 

Factor ber gtgebeneai ®fei(^ung fein muß, wenn man in 
btnifrfben für / feinen SCBert^ jurürffe^t 5 b. ^. bif fer iHte^ 

gttrcribe Factor wirb fein p^rn - SJ^it^in tp bie Function 

PA-Ov ^^^^^^"^"'^ifl ^"^ genaues J^iffercntial. 

®ie9 fann man au^ birect nqd^weifen. '®8 fei |x ber 
iinbefannte integrircnbe Factor bcr Funftion Pdx -\- Qdy, 
Welcher alö eine fjomoncuc Function Don x xwxb y oorauÖ=: 
gefegt werben mag. SJtan fann fobann fefeen 

\kPdx 4- \kQdy = du, 

WO 'V' eine Function oon x wwb y bebeutet. ÜDarauö fofgt 
nac^ §.398 

\iPx + \iOy:=:^kU, 
wenn man unter h ben um eine ©in^ett vergrößerten ge« 
meinfd^aftlic^en ®rab ber Functionen \kP wwb \iQ üerpe[}t. 
X)it)ibirt man biefe beiben ©leic^ungen bürc^ elnanbeT; fc 
fommt 

Pdx-\-Ody _ dU 



g^un ip^ rill Qtmm :J)iffcrentiar} folgfic^ gift basfefbe 

öon 5er. linfcn ©rtte fci^fer ®fei(i^unjj. 

;§. 409. ®o n)itb ia . bem fi3df|)ie[e Ord §. 400 Die 
©leic^ung - 

(x -^ 2u) 4a; '-\- j/dy ^ass 

t^rtmöge ied Sdcrcigeii intsegritbaY merben bnti) SÜuUxplip^ 

cAtiort mit'fcem gattor / ^^, , , b. i r-^i- SWah nUft 
fobann nämiid^ bie (Sletc^img 

dx — rfy _, xd y—yis -^ 

ober a\x& 

utib l^iernuö ergibt fidj unmittelbar ba& oben gefiwibene 

Sntegral. . : . / 



ober ^ö^ere ^otengm bed iDifferentiabrr^äUniffed enthalten {tnb. 

§. 404. Sßenn eine gegebene ^if ererttiafgfeic^ung ^ö- 

da 

l;ere ^otenjen be§ 35ifferentiaIüerpltniifcS -— in pc^ ent- 

Wft, fo fann man jtti^ biefclbe in SSejug anf biefe8 I)iffe5 
Ttntialoer^älhiiß^ ar& Uttbefanntc, aufgjföp benfen. ^|t 
man fobann bk Sojctoren, meiere im SQnrjeln biefer Oleip 
c^ung tntf)jre^en> einzeln gleich SlttS, fo erhält mm eben 

fo tiefe 35i|fererttfalglei(^iingen, in benen ^ mit in ber ti'f 

'4* 



&^ XXXII. flbfd^iitt 

flen^otc«^ cotfoirnnt, man fnnn alfo bicantegtalc tiefer 
©Ific^uiiflen nehmen, roobei mon jebem einjelnen eine n.nt!:= 
fflrlic^e Sonflante ficijiifügen ffat 3)ae ^roburt bitftx 
ücrfyjirtenen Sntegtale h?ir5. baa ottflemtine antegrol ber 
üorgefegten Oleidjung geben. 

!l)ie OTgemein^eit blefee Sntegralö wirb übrigens nic^t 
Deirmlwbert, irenn man annimmt, baf bic rüittfütlid^e Soiu^ 
Pante in dUen fjactoren biefefbe fei. iDemnat^ fjat j[rbe 
^Differentialgleichung ber erflen Drbnung, weld^e bie nte 

^ütenj bea S)ifferentiafDtr^ältnijTea ^ in fic^ tntiyalt, ju 

i^rem 3ntegral eine primitive ®U\ä)nnQ, in melc^er bie 
widfürlic^e Sonfiante jur ^ottn}. n n^brh i^otfommt 
gin SJeifpier gibt §. 382. 

§. 405. S)ie afgebraifi^e Sfufföfnng ber gegebenen 
©leid^ung ifi inbeffen Ijäufig nitftt möglich, unb mithin 
toixb fobann baa angejeigte SSerfal^ren unausführbar. 9Jlan 
gelangt bagegen jumeilen jur Integration ber in Stebe 
jle^enben ©leic^ungen, n)enn man eine folc^e ©teid^ting 
juDor auf bie Sorm bringt 

n>o L eine Suntrion uon x unb ^ bebeutet. 3ut 9fbfüt= 

jung fe^e man y Mt ^. S)ie Differentiation bieferSfei^: 
c^ung gibt fobann 

/ dL j^dL dy 

wel^^eS eine ^Differentialgleichung ber erPeuOrbnungj^ifc^en 
y unb fl? ijl. Äann biefefbe integrirt werben, fo erhält man 
eine ®(ei(bung jwiff^en y unb x nebfi einer miOfürlic^en 
(Scnfiante) unb burt^ Slimination üon y aua biefer uni) 
bfr gegebenen ®fei(^ung finbet fic^ baa gefuc^te Sntegraf. 



§. 406. 35ie t?orj!c^enbc 2)lct{;übe ifl aniüenbhir auf 
bie ®Iei(^ung 

y = Mx-\- N, 

tt?o M unb N Functionen üon ^ ober y' itbmttw fotten. 
SMefe ©leic^unfl gibt nämlic^, in ©ejug auf a? bijferentiirt, 



ober 



, -. , dM dy . dN dy 



(if-y)rf^ + ^|'rfy+^rfy = o 



nub fäat mitfitn untet bie in ben §§. 386 mb 393 betcad^ 
tete S&tm. (Sit wirb alfo integritfiar^ loenn man fte mit 

bem gactor c multipficirt, unb i^r 3ntegral wirb 



X -\- e 



J M-:if[ r Nd ^ ^"9 J 



mo C bie miOrättic^e gonflaitte \% ®(i;(ie^id| ^nt man 
fobann ncc^ y au9 btefer unl) ber gegebenen (S(ri(^ung 
)u elimiiüren. 

§. 407. 83cfünbere ©eat^timg üerbient ho(^ ber 9M, 
wo man in ber Dorigen ©Icic^ung fjat M^=^y , affo 6ief 
©felt^img wirb 

y = y ^ + ^• 

aj?an crbält fobann burc^ 2)itfereutiatiüu 

tvelc^e ®(et(^ung in Me beitrtn fi)(d^ii^'i* ^erfäQt 

«4-^ = 0, unt» Jy = 0. 



54 H^KXII* miftf^nitt 

S)le ©reit^ung a? + ^ = gibt eirten SBert^ für y , totU 

ijtx, in bxt gegebene ©feic^img fubflituirt, ju einer primi^ 
tiDen ®reicl)nng fii[}rt; bie feine miafürric^e Sonpante ent=» 
I;8rt5 fciefe primitoe Oleit^ung ijl na* §,,379 eine »cfon^ 
fcere Sfuflüfung itx gegebenen (SIeitfeung. Xlie ®[eict|uiig 
dy = bagegen gibt integrirt 

wo C bie ttJillFilrlic^e ßonpante ipj unb biefcr Söert^ liefert, 
ttjenn mnn i[;n in 6er. gegebenen ©feit^ung an. bie ©teile 
üon y fe^t, baB gefachte allgemeine Sntegraf. I)iefe8 3n* 
tegral ifl bie ©teic^ung einer geraben ßinie, berm Steigung 
ß«öen: bie. 9fc^fe btr u burc^ ben 8EBert^ ber Sonflante C 
fejlgefleHt roirb. 

Sefonberc STuflöfungm ttv ©ifferentialglcic^ungen ber erPm Orbuung 

§. 408. 66 ip im §.379 bemerft »orben, ba^ eS 5U:= 
weifen ptimitipe ©feic^ungen gibt, lüefc^e einer gegeben^i 
a)iffcrenHnl9Wd)ung ©eni'ige leiflen, oi)m itbr)ä) in bem 
allgemeinen Sntegrale biefer ©feic^ung enttjalten jit 
feim .®feid?»ngen biefer .Sfrt, wel^e befoubere 9fuflör^ 
fangen genannt merben,. j^cic^neu jid; [)auptfäd]lic^ babart^ 
aaö, ba^ fie feine n.nllffirlid,^e ßonjlante entfjalten,. beren 
©egenmart baQ wefei(tlid?e Äennjeit^en &e8 allgemeinen 
3ntegral8 ift. lieber bie 9tatar biefer befonberen Sfaflö- 
fangen erhält man auf fofgenbe 9Beife 9fa8fanft. 

es fei 

F{x,y,^a) = (1) 

bi\^ allgemeine Sntegral ber 3)iffeventiarglrtä)tmg 



SStfm^m VtifUf «ti||eit. 36 

'SAfft U^tt ®(d(^img ifi fobotia. 5aa iKefnttat btt. mimk^ 
mfwn i)er (Sonflante. « aus hvc ©leicfyufig (t) unb bereu 
Mnmittefbrtwm Difcteniidl, iiSmlui^ 

flu? ' £fy rf«? ' 

unb überbieg fann mau, nad) §. 376 2c., bte ©(eid^ungen 

(1) unb (2) tvxz bic auall;tifc^en 9fu6briicfe eines ©^flerna 

üüu einer unenblic^ ßtopen Wnja^f Don 6nri?en nnfcljen, 

meiere fit^ tvttii in ben berft^iebeueu äQert^eu ber Sonflautt 

a üon einanber unterfc^eiben. 

9[Jlan neCjme an, e9 fei in ber ©leicbiutg (1) ber Gon» 

ftante a ein beflimmter SSJertl) beifleteflt toorbeu, unb ntiin 

UttaAjte bxt Suroe, tüetc^e Mefem SBertfce mtfipui)t SSeuu 

fob^un, )M)U bem oeUiinuteu äQert^e au9ge^eub, a um ^ie 

unenblit^ fleitie ©rö^e ila juuimmt; fo üertvanbeCt ftd) bte 

©(d^uug (1) in 

3)iefe ®feicl)unö getjört einer jmeiten Knrüe an, tüc(d)Wet 
erjlen unenblit^ na[;e liefltj unb bieSBert[;e Don a? unb y, 
mldjt flfeic^jeiti(j ben beiben Ofeicfjungen ®eniige teijlen 

über, wa9 auf ba$felbe r^inaulfornrnt, bre beibf n ©(eic^un^jen 
^' . F = mb ?=0,* 

g^öveu fu(g(i(t) bem !£)ur(^fi:^nittdpuufte biefer beirbe|i@uv- 
Den a». . 

§. 40&. SJtan etiminire bie. (Spwftante a au0 ben bpif 
ben ©teit^unflen 

F = unb ^=o: 

da 

X>a9 3tefultat biefer ßtimlnation twrb eine primitioe @(ei- 
cbung jtt)!fd)en x unb p fein, meldte ber ßiuie au%el}M, 
bie ber geometrifdie Ort ber ®urcl)fc^uitt#pnn!te aCler in 
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fecm ftffgtmetoen 3ntc0ralc ent^aftinen, mb fufi «ur imti) 
feie oerfc^icbctteniEBertbe fccr (SonpaHte a öon eina^ber um 
tcrfc^cibcnben 6urt?en ifl. iDitfc 8mie mirt) (luflenfd^eiiiriij^ 
üon aßen in 9tc5e pcBcubcu SnrDen berührt, imb fü^rt 5en 
Stamcn 5er ein^ütlcnben gut De. 2)ie gefunbene ©lei^ 
ä)m\Q aber, welche feine iriafürlic^e SonfJante entl^ält, ijl 

fcer fli? offenbar ©eniige feiflen muß, toelf 5et SBett^ üoii 

du 

^ in iebem fünfte ber ein^üffenben Eurüe beibeh Snrüen 

flemtinft^aftlit^ ange^rt, näntU^ biefer ein^öaenben Suröe 
imi> berjcnigeiiin bcm allgemeinen Sntegrafe eiitöaltenen 
ßuroe, bit ftt ttt. jenem fünfte berührt. S)lan fie^t alfo, 
baß bie 9fuffuc^ung ber befujibcren Sfufföfung einer gegebenen 
2)ifferentiafglei(^ung jnfammenfädt mit bem geometrifd^en 
^robtem, bie eiuIjüHenbe SurDe önjngeben, wett^e bem burd^ 
, jen^ 2)ifferentialgleic^ung , ober bnrc^ ba9 .affgemeine 3n^ 
tegrar berfefben bargejleDten &\)ftmt Oon Surfen entfprid^t. 
SDian* muß übrigen^ bemerfen, ba^ bie in einer 35iffe=: 
. rentialgfeid}ung unb bem attgemeinen Sntcgrafe berfclben 
enthaltenen Snroen, b. b. bie Knrben, tt^ert^e ben befonberen 
Sntegraren jener S>ifferential9lei^ung angehören,, nid^t im? 
mer eine einbüffeifbe Snrüe beftfeen5 ober ba^ eS.nic^t im=: 
mer Dorfommt, baj^ biefe Suroen eine gemiffe 8inie Don 
einer Don iet irrigen Derfc^iebenen ©efd^affen^eit beri^bren. 
3n biefem gatte gibt eö aud| feine befonbere SfnfTöfung. 
aRart erfennt leidet, baf eine befonbere STtiflöfung nid|t cjri:. 

pirt, ftjenn bie ©feic^ung ^ = für bie Sonpante a feinen 

9fu8brnff burt^ x unb y liefert j ober genauer, wenn man 

ttit^t au6 ben ®tci(^ungen JF = unb ^^=0 bnri^ ©limU 

natiori Don a eine ©leidjung jwif^en a? unb y erljält, 



t&Hijt ittd^t fd^oti itt btm affgemeimn 3»tegtiiie ai& tefotti:^ 
fcetn: Saff eat^afttn tfl. 

§. 410. ®8 lä^t pd^ auc^ birect unb o^ne gfotnetrifc^e 
§ü[fabetrac^tunflen rta^weifeii; 5af 5ic Sfuffud^ung 5er bt^ 
fonberen Sfuflöfung, t). ^. einer ®ltii)ur\(i, mli)t, o^nt bie 
Sonparrte a ju enthalten, ber !DiferentlaIgfei^«ng (2) ©e«* 
nüge leiflet, bur^ glimination t?on a auö ben ©Wt^ungen 

dF 

(l)unb ^==0 JU ©tanbt gebracht merben muf. Um nSm- 

üA bk in {Rebe ffe^enbe ®Uiäj\\nQ ju finben, fommt eö 
allein barauf an, für a in ber ©teit^ung (1) eine angeme^eu 
befKmmte Function Don x unb y an bie ©tette ju feiert. 
SJlan tie^me be^tfdb an, biefe ©ubffitufion fei ausgeführt, 
unb betrachte bemgemä^ a reit eine Function bon x unb y. 
Unter biefer SBorauSfefeung et^ält man au6 ber ©leit^ung 

(1) buxäj unmittelbare Differentiation bie ©leit^ung 

dF .dPdy _i ^ ?!? __ q 
^ ' ^ dJ • rfö da? . * 

aber nai^ ber anfänglid^en 95orau9fe|ung ijl bie (Steigung 

(2) burc^ ©fiminatton bei* ®röße ^, mläjt als conftant 
gebatikt mürbe, au9 ber ©leie^ung (l) unb i^rer 3)iflferent» 
tialgleic^ung t;ert3orgegangen, unb biefc X)ijferentiargrei(fyiing 
war in biefem 1?aIIe 

@ott affo aud^ in bem gaffe, wo a üerfinberlid^ unb eine 
?5unction t?on x unb y ip, bafifclbe Slefultat erft^einen, 
fo reid^t e8 bin, biefc Function a bxiv^ bie SBebingung ju 

bepimmen, ba^baB ©lieb ^^ üerf(^tt?inben foDj benn arS:= 

bann werben bie beiben ©leit^ungcn, au9 benen bie glimir 
nation oorjune^men ijl, in beiben gädeit biefelbe fein, unb 
folgli(i^ aud) biefefbe ©teic^ung (2) ale Slcfuttat ergeben. 



58 WJLU. Wf^ittH« 

9hm Tann mmi tad m Siebe fle^enbe ®Iie6 auf i)o))|}Hte 

SEBcife jum SBerfc^winben bringen 5 nämlic^ entwefcer mtnn 

Äff 

man fcfet j- = 0, hjcbutc^ man a gleid) einer beliebigen 

6on{}ante.ftnbet unb mit[)in lieber }n bem Sade be& iidg^ 
meinen Snteflrala jurütfgefütjrt nnrb j ober menn v^an fefet 

p=-:0, unb im Satt ftc^ i^ieraua für a eine Function üon 

x unb y ergibt, fo irirb beren ©ubfHtntion in bie ©leiiung 
(1) ober F=0 ju einer J^rimitiueu ®Iei(^ing fü[}ren, meiere, 
o^ne eine millfürlic^e ßonpante ju ent^ten, ber iDifferen» 
tialgleid^ung Oenüge leijlet, unb mitljin bie gefugte bt\m^ 
bere Sfuftöfung fein mirb* 

^ §. 411. 9laä) bem SBortjerge^enben fann man immer 
bie befonbereSfuflöfung jinben, fobalb man baa allgemeine 
Sntegral fennt Xie befonbere Sfuflöfung fann aber au^ 
au9 ber ICifferentialgleidjung felbjl abgeleitet werben. 

ajian betrad}te nämlic^ eine oon ben Snroen, tczlijz in 
{)em allgemeinen integrale entljalten finb, entfj)rec^enb einem 
feeflimmten SBertlje a ber ©onfiante. IDiefe Surüe mirb ju« 
gleid) gefc^nitten unb berübrt burc^ bie unenbli^^ naljc lie:= 
flftttbe (§uroe^ tücld^c bem SEBertl^e a-\'da ber Eonjtante ju- 
geljört, unb ber bciben gcmeinfdjaftlidje ^unft ifl jugteidj 
ein ^unft ber eiur^ilHenben Sinie, beren ©leic^ung bie be- 
fonbere 9fuf[öfung ifi. 2fber bie nämliche bem SBertbe « 
btx Souflante entfprei^enbe Suri?e rvxxb nic^t me^r berührt, 
fottbern bloß gcfe^nitten burd^ alle flbrigeu Gurten, iüeld)e 
SBcrttjen ber@onftante jugeljüren, bie üon a um eine enb^ 
ti(^e®röße terfdjieben jtnb. I^araus folgt, bap bie ©leic^ung 



<-'^'l) = «' 



toenn man fic fi'ir ^ auflofi, im allgemeiiien ^toei ober uicf)- 
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V. 

N 

rere ocrft^iebciie SBert^e für biefce !riffereiitialwt^3ltmf 
liefern nwf , fobnlb man für x unb y ooKforaineu 6e(iebtge 
SBerti^e an 5ie @t€Ke fe^t. ^twn man aber für ;r^ iinb y 
fold^e äBert^e annimmt, xotlift fünften ber eint^ftffenben 
ßinie angefroren, b. I). melii^e ber befouberen ?fnflöfnng 
@5enüge leijhn, iie bie ®(ei(^nng biefet ein^üOenben £ime 

dm 

ijl, fo mu^ e8 tüenigflenö jtüei 5BertI;e t?on ^ geben, h?etcf]e 

einanbrr gleii^ merben. SHfo mu^ bie befonbere Sfufföfun^ 
ber bojJpelten gorberung entfprec^en: 1) ber gegebenen 
S)iffereutiafglei(!^ung 

f{^, y, y')^o 

dv 

(ttjo iur Sfbfürjnng y jlatt ^ gefegt warben iji) ®enüge 

;u leifien, nnb 2) ttjenigfienS jtoei unter ben SBert^en von 
y, bie tiefer ©feic^nng Oenöge leiften, einauber gfei^ ju 
matten. 9lnn wirb bie ©jrijiens jmeier ober me[;rerer glei» 
eben SPBerti^e Don y , welcbe burcb bie i?orpe6enbe ©leid^ung 
gegeben werben, auögebrüit burt^ bie Sebingung 

woratiS folgt, baß bie ©fimination bon y aw^ ben beibeh 
©lelc^ungen * 

bie gefachten befonberen Sfufföfungen, fads ea bereu gibt, 

liefern muß. 

§. 412. ajtan fiubet bie befonbere Sfuflöfuug aut^ auf 
fpigenbe SBeifc. 

9Äau' benfe fld) bie gegebene 3)ijferentialg(ei(ijiuig 

f{x, y, y) = aufgelbjl in Sejug auf y , ur?b unter bie 

^orm'ijcbrad)t 

y -^V^ 0, 



mo y eine ffimcHon Don x iiift) y ijl. S)ö 5ie €urt?en, 
tt)el(^e but(i^ bie bcfonberen Sntegrale fcargefhBt foerben, im 
allgemeinen einanber fd^neiben, unb nUB in fo((i^en fünften 
einanbet juflleic^ berühren unb fdjneiben, »cicfte ber ein^ül:* 
lenbeu (Surüe angehören, fo mu^ bieSimction — F, meiere 
ben SBert^ üon y' barfteDt, im affgemeinen wenigflena ihjei 
Dcrfc^iebene SBertfje für biefe ®röpe geben ^ bagegen fobalb 
man für x unb y folc^c SBerttje fcfet, weld^e ber cin[;üffen== 
ben Surüe angehören, fo »erben jwei üon ben 58Jertl)ert ber 
Function — y einanber gfcid^ werben. 9lun fann man 
fu^ — y wie bie oertifale Drbinate einer fnimmen fjlatfef 
benfen, bereu ^orijontale Sfbfcijfen pnb orunbyj unb biefe 
gfftt^e muß nac^ bem SSorigen eine foI(^e Oepaft ^aben, 
\i<x% bie Dertifafe Drbinate fie im affgemeinen wenigflcnö in 
jwei 5^unften fc^neibet, unb fie nur bann in einem eiujigen 
fünfte trifft, ttjenn bie Sfbfcijfen x \\xi\i y ber befonberen 
?[üfföfung angehören. X)arauö folgt, \i<K% bie in 3tcbe fie« 
^enbe gfät^e (faffs fte feine Unterbre^ung ber Kontinuität 
erleibct) burc^ ben Dertifoleu ß^linber berührt wirb, beffen 
ffiafiS bie eiuljüttcnbc Surüe \% b. % bie SurDe, weldje bie 
befonbere ?fuf(öfung ju ifirer ©feic^ung ^at} unb bieraua 
läßt jtc^ teilet fc^fießen, \iOi% für fofc^e SBert^e t>ou x unb 
*yf bie ber befonberen 2fuflöfung augetjören, man ju gleicher 
Seit \)<&t\\ muß 

dV dV 

folglid^ anä^ 

dy du 

X)iefe 33ebingungen liefern alfo bie befonbere Sfufföfung, 
faH§ eine folc^e ejripirt. 

§. 413. 9Jlan fann ttberbie8 bemerfen, baß man butc^» 
Differentiation ber gegebenen ©leic^ung 



!Da ^ict 6er gactor^, fceS legten (gtiebeS, na^ §. 411, 

für äffe 2Bertl;e l?on a? unb y, irctt^e ber 6efonberen 9f uf« 
löfung angefroren, ben SBert^ Sluff beji^t, fo lüirb man 
filieren, ba^ bet SBcrt6 beö Xifferentialücrl^ärtnitfee ber 

jmciten Drbnung — = ^^, weld^en biefe ©feidfunfl gibt, 

unbeflimmt bleiben, b. f). ba^ bie (Sleit^nng für jebe« Söertl^, 
bm man für &a8 in Siebe fie^enbe ©ifferentialoerl^äUni^ 
fe^en mag, ©ültigfeit begatten muß. ©benfo »irb e0 jlü^ 
fobann mit ben 35if ercntialüer^ältiriffen aller ^öfjeren Drb* 
nungen t?erl}alten. Diefei^ Umfianb \)at barin feinen ®nmb, 
ba^ jeber ^unft bet ein^üffenben Snrw jn brei Derft^iebenen 
SurDen gehört, bie mit einanber eine^ IBerü^rung ber erflen 
Drbnimg eingeben, ober für welche ba8 2)ijferentiali^ertjä(t5 

nif ber erflen Drbnung ^ einen gertietnfd^aftl^en SEBert^ 

befilt, nämfic^ ben bciben SurDen, meldje burc^ bie bcfon^ 
beren Sntcgrale gegeben werben, bie ben SBerttjcn a unb 
a-(- da ber njiKfürfic^en Sonfiantc entfprec^cn, unb ber eins: 
I;flffenben Snrüe felbfl, bie gleic^faffS in ber ©iffcrentiafs 
gleid^intg entsaften ijt. SFber bie SBertfte ber 3)ifferential* 
Der^äftnijfe ber ^i)[)eren Drbnungen ftnb im affgemeinen für 
biefe Derfc^iebenen SurDen berfdjieben, unb ba bie®Iei(^un= 
gen, t)on benen biefe Difcrentialücrljältniffe abt;ängen, nur 
einen einjigen Söert^ liefern fönnen , fo löfl bie Slec^nung 
biefen aBiberfprnc^ bnburd^, ba^ fie biefen SBertö, unbeflimmt 
tvtxbm läßt. SBenn man alfo auS ber gegebenen Eiferen» 

tialgfeic^ung bm WuSbrntf fi'ir j|- = ^^ entmidfelt, unb 



63 XXKII. KbfilniH. : 

3ä[}Ier xmb Stenner bcöfefben cinjefn gfeit^ 9luH fe^t, fo 
ftljält man jmei ©feid^ungen, trelcfce jugfeic^ mit ber gege* 
benen ©leic^ung für tiejenigen SEBertf^c \)on x unb y bc? 
Pcf}cn muffen, bie ber befonberen Sfuflöfimg angeTjören. 
(SKmiuirt man y jmlfc^m jcber biefer beiben ©lek^ungeri 
wnb ber gegebenen, fo trirb, menn bie SUrfuUate biefer 6Uf 
minationen einen gemeinfd^afttic^en Factor befifeen, biefer 
Factor bie gefnc^te befonbere Sfuflöfnng fein. SBenn ici- 
gegen biefe {Refuftate nic^t mit einaiiber befielen fönnen, 
fo irirb man barau8 fe^Iie^tn, ia^ es feine befonbere STuf* 
föfutt0 gibt. 

§. 414. SBenn man baSöot^^rge^enbe auf bie^iffe* 
renttalgfar^nng 

nimenbct, xotli^t im §. 380 betrad^tet würbe nnb bcrcn 
nUgemeined integral ifl 

y — ax — fr = 0, 

mo a bir lolflfürfiii^e ßonflantf bcbe^itet, fo jlnfeet mau ald 
befonbere Sfnflöfnng \:)(x^ (Softem ber SBertfje a7 = unb 
y = h, roefdje bem gemeinfc^aftfit^en 3)nrc^f(^nitt9pnnfte 
aller geraben Sinien angefroren, bie bun^ ba8 affgemeine 
Sntegral bargeffefft n^erben. 

§. 415. SBenn man bagrgen ebenfo bie ©lei^utig 

dx 

beljitnbelt, tpefd)e im §. 381 betrad^tet mürbe nnb bereu 
aügemeineS Sntegral ifl 

y ^ ax — a?* -[- ft = 0, 

K?p fr bie wifffürUc^e gonjlante bcbcutct, fo finbct man fein 
Slefnltat ®8 fann ^ier ndmlic^ feine befonbere SfuftOfuug 
geben, meif bie Guroen, mefdje burc^ biefe ®Ieid)ungen bar- 



flejlcttt n?erben, feine eiufjüttenJje (Suröe beftfeen. ©bmfe 
üer^ätt e8 ft^ mit öet (äki^UQ l)e6 §. 382, . 
§., 416. man betrachte fcie ©leit^uufl 

mlijt einer oetöben 8lnie anflel^ört, fceren ßa^e bnxif b\t 
SEBert^e ber ©onfidnten a uiii ^ bejlimmt ifi, JDer Sfbffflnb 
bicfer Sinie Dom Stufartgapiuiftt ber Sc^otbinntm^at ben 

WuebruJ , ©Ilmintrt man alfc h au8 ber vorigen 

©leid^ungurib ber ©leit^ung 

b 



wo r eine Eonflmite bebeutet, fo wirb bie entpet;enbe ®lei= 

c^ung ' 

y ss= ^0^ -[- r V"a' -|- 1 

einer gcraben ßinie angcljöreu/ welche einen RmQ üom 
§albmejter r, beffen SDIittefpunft im Sfnfangapiuifte ber ' 
ßoorbinaten liegt, b eriU^rt unb mit ber S(d)fe ber a? einen 
SBinfel einftbließt, bcffen trigonometrifc^e Tangente gleid) 

öifi. : 

35ifferentiirt man biefe ©leic^ung, unb eliminirt mit 
^ülfe ber S)i{ferentia{glet(tmng bie ßonflnnte a, [o erhält 

Sfu6 ier gntflc^ung biefer ©teidjnng wirb mau fobann 
fd^tiepen, ba^ ba8 allgemeine 3ntegraf berfelbeu bie primi« 
tiüe ©teidjung ifi 

y == «a? -f- r y^a^ -|- 1/ 
in welcher a bie wiHfürlic^e 6en|lante bebeutet, unb wefAe 
gleich wie bie S)ijferentiafglcic^ung bem ©ijfleme aHer gera* 
ben ßinien anö^^ört» bie einen 9fbf?anb r mm Sfuf^ng^s! 



( 



^ • 



64 XXXIi. «bfiliiiitt. 

t>unfte bet Sootbinaten beji^rtn fo mit ferner, b\\f f\t afö 
befonberc Sfuflöfuufl Me ©leit^imfl \)cit 

tvtldjt benÄreiö barflettt, ber burc^ äße biefe geraben ßinien 
berührt irirb unb ber geometrifc^e iOtt i^ret unenbHci^ naf)t 
öuf rinani)er folgenbeu iDurt^fc^nittöpunfte ifl. - 
SBeim man nun aber btc ©tferentialgleic^ung 

ala gegeben anfe^en nnb nai) ben üor^in entmidfelteu ^v^ 
t^eben be^anbefn miH, fo wirb man junäd^fl bemerTen, ba^ 
fic unter ben Satt be8 §. 407 fättt, 2Jiaa flnbet affo nn:= 

mittelbar nad) biefem ^aragrapfjen y = a:r-|-r Kß'+l 
als allgemeines Sntegral, in welchem a bit föiUfttrtic^e 

ßonflante ifl, ?ferner wirb ber Sactor * + j-' t}«t 

rv' 

a?+-7===- ®ffet man benfetbcn glei^ 3tx\U, fo erhält 

/g ^^ 

tnan y = — -^i , \u\b biefer SBert^, in bie gegebene 

3)ifferentialgleid)ung fubjlituirt, gibty=Kr*— a?», tvdijtB 
bie befonbere Slnflöfung ifl* 

SBill man nad^ §, 409 bie befonbere ?fnf[öfung aus 
bem allgemeinen Sntegrale 

y = aa>-\-r K«* + 1 

herleiten, fo fjat man. a ju etiminiren auS biefer ©teic^ung 
nnb itjrer beriüirten in SSejug auf a, nämlic^ 

!Da8 9lefultat biefer Pfimination ifl aber augenff^eiufic^ 
wieber baS obige. 

aSitt man bie befonbere SCuflöfung aus ber gegebenen 



!S)ifferentialötrici^itiig herleiten, fö ^öt matt naä) §• 41t y 
ju eliminiren oiid btn beibeu @Iei^ungen 

~ * rv' 

irobiirtfe flt^ »ie&cr brtöfe(bt Stefiiftat erfliebt. 
Stat^ §. 413 f)at man bie gcgebeuie (Sfeid^utlö 

y — ay' — r Ky «4- r==: 

jii biffetftttiitett, nm fcatauö feen Sßettfe von y" ober ^ 
^erjuleiteni bieS gibt 

Die ©Itii^unfl liefert in betn Ijier üotlicflenben "Saüt fei^ 
ncn allgemeinen Sfuöbrud von y" bnr^ a?, y unb y, irefc 
c^e8 barin feinen ©riinb l^af, \iix% ber Söert^ ton y für 
bie befottbertn Snte^ile, n3el(!^e gerdbe JBiniett baYfkffen^ 
Pete 9Uia ijt. «ber -bie ©leidiung \o%X fic^ in bie beüf« 
Sactoren jertegett 

y"=0 nnb ^+v^üpf = .^' 

unb ba bie in 9teb^ flc^enbe SJlet^obe forbert, bajbet ®ftt^ 
Dott y" Dottfcmmen unbejlimmt bleiben mu^, fo wirb man 
fe^tießen, \io!^ bie erfle biefer Beibert ©leidjnngen bem afföe^ 
meinen 3ntegrare, bie jmeite bagegen ber befonbcren Sfuf= 
löfung angel)ört. 

%Xi\X\isi menn man nat^ §. 412 bie gegebene J)ifferen^ 
tialgleit^ung in ©ejug auf y auflüp, um pe auf bie tjcrm 
y + F = ju bringen, fo jinbet man 

y H ra-ar» 

f 

SWan jlfl^t, bai bUfe ®rrid)unfl in» nOfltmrinen fürj^ jmti 

«Hasfer, iDijf.««nb3«te9ratr. Il.S3«nb. 5 



€6 XXXIl. «bf^ti^t. 

»etfdjiebene SBert^e flibt, entfprr t^e nb beniniiöen btxbtw Xm\<= 
flenten beS ^reifcS, tvtldjz ftd) in bem «punfte burdjfc^ufibeii, 
ben bic wittfürlic^ angenommenen SBert^e Don x unb y fefl^ 
ließen. 9fber bic SBertlje üon y werben einanber ßlei^, 
wenn bie SBurjelgrößr in ber Dorfleljenben ©leici^nnö Sflutt 
wirb, b. ^. wenn j? unb y ber ©leidjunj ßenüflen 

^* + y* — »•' = 0/ 
unb mithin ifl bie§ bie befonbere Sfufföfung. Xit ©ebinguiig 
welche bie beiben SEBert^e k>on y' einanber g(ei(i^ mac^t, er^ 
gab jtc^ ^ier unmittelbar 5 inbeffen würbe jtc^ axiÄf leicht naij^ 
weifen f äffen, baß bifelbe SBebingunfl ans ben ©lei^unflen 

^ = C» unb £■ — 00 ^erDorgebt. 

§, 417. 35ie Ijier betracf)tete CCifferential^reit^imfl ifl 
ein befonberer Satt ber ©lei^nnfl beS §. 407. 

y = ^y + iV, 

in WfC(!^er iV eine beliebige Function rt)n y' bebeutet. ?fn§ 
bem Sorigen ifJ flar, baf ba6 allgemeine Sntegral biefer 
®feic^ung einem ©tjPeme ton geraben ßinien angehört, 
bereu ©leic^ungen man auS ber gegebenen ©leic^ung erbält, 
wenn man barin für y eine wiflfftriidje ßonflante an bie 
(Stette fefet. gerner werben atte biefe geräben Linien bieje* 
' uige ßurüe berühren, bereu Oleid^ung man erljält, wenn 
man y auS ben beiben ©leic^ungen e(iminirt 

y = ay' 4- i^ unb x +—=0. 

§. 418. ^inftti^tfic^ ber * angenieinen (Steid^uug beS 
§• 406 

y=Mx -{- N, 

in welker M unb N Functionen r)on y attein fmb, ifl baB 
attgemeine Sntcgraf bereite in bem angejeigtcn ^aragra})6en 
angegeben. S)ie befonbere SfufTöfung, b, f). bie ©leic^ung 



berjenioen (gurüe, meiere üon attw iSiitten berührt »Irb, Mt 
bin befonieten antcgTalen zntfpxtdjnt, er^act man butci^ 
Elimination Don y aud t)en @Ieic^tm|)en 

y r= Jtf j? + JV unt) « =0, 

\)on bznm bic leitete einerlei ifl mit /]uirr = oo. 

§. 419. @S Kegt jutoeifen bie Sfufflafee üor, ein @^:5 
"flem Don (SutDen einer gegebenen 9frt fo ju legen, baß bie^ 
felben fämmtlic^ Sangenten an einer anberen gleiti^fatts ge* 
gebenen 6urDe werben. 35icfe Aufgabe fommt barauf ^ins: 
au0; eine jjrimitiDe ©feic^ung, beren allgemeine gorm gege^ 
ben x% fo ju befHmmen, ba^ i^rer beriDirten ©leic^ung eine 
gegebene ©leidjung al8 befonbere 9(Uff9fung juge^ört 66 
fei aQgemein 

F {X, y, a, i, lt.) = 

eine ©lei^ung, in melc^er a, h, k. ßonpanten jinb. Jötan 
forbert, ba^ ba^ @^jlem ber Kurüen, welche in biefer ®Ieis 
t^ung enthalten fein fönnen, inbem man bie Sonfianten jlc^ 
änbern fä^t, eine anbere burd^ bie ®lei(j^ung 

bargepeDte KurDe feerü^re, ober »a8 baefelbe fagt, jii ifjrer 
ein^üllenben (SurDt l^abe. 

35ur(^ SJijferentiation ber Beiben gegebenen ®Iei(^ungen 
^nbet man 

unb wenn man ^ au8 biefen beiben ®feic^ungen efiminirt, 
fo wirb bie entfle^enbe ®fei(^ung, nSmfic^ 

rfFd*_rfFd*_^ 
Hi dy dy dx "^ 

5* 



hk SScMtigung aulddUfrii^ fraß b'xt ttttc^ bie qtQtbtnm ®{ei- 
tj^uttgen DargcflcEteti €urt)en eine SSedl^rutig btv rrfien Drb* 
nung mit einanber eingeben. €Iimimrt man olfo x und y 
au8 ben brei @(ei^ungen 

F(.. >, ., »,„.,=. 0, ♦(,, ,> - «, Sf - ^'S = 0, 

fo roirb fcaö Äefuftnt, weld^eS mir nod) bie ^cnfliintert u, 
b, IC- ent^äU, biejenigt SSciielfeung auSfpredjen, ipdi^r jrüi:= 
fiC^en a unb ben übtigen Sonflanten jiattfinien mu^, bamit 
bie in JRebe fle^enbe ffiebingung erfüfft tcerbe* 8öfl man 
mithin bicfe Ie|te ©leic^ung für eine ier ß^nflanten auf, 
j. S5. für *, unb fe^t hzn Qz^\\x\titm\i SBert^ in bie flegebene 
©lei^ung 

fo wirb ia^ ©rgebnip biefer ©riminatiün bie üerlangte ®t* 
genfc^aft ^aben. 

§. 420. es fei i. S3. bie ©feit^ung gegeben 

y^ + ax + b — O, 

»elt^e einer ^axaM angefii^rt, bercn ff^fe mit ber Sfdjfe 
ber X jufammenfäat } fo tt)ie bie OWcbung 

^' + y» — r« «= 0, 
m\^^ einen Äreiö t)om ^albmeffcr r barftefft, beffcn äRitteJs« 
punft im Sfnfangöpunfte ber SoorWnnten liegt gd wirft 
geforbert, bie burc^ bie erfie ©{eii^ung bargefiefften ^rabeln 
fo iu beflimmen, ia^ fle fämmtUt^ 3:angenten an bitfem 
Greife werben. 

2>ie S)iferentiation ber tjorflefjenben ©leir^ungen gibt 

woraus bur^ ©ümination üon y folgt 

2a? — a = 0. 

eitminirt man mm « imb y aii8 ben brel ©leic^jingen 
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fu er[;nlt man bte Sltrlatton 

SBhrb biefrr SBrrt^ in ble Oreit^imö y « + «r + * = fiib:^ 
Pituirt, fo Derwanbelt fic^ biefclbf in 

wefcbe ®teic!^una bic t^erfangte ©i^enft^aft Ijat. 

2)ie «Rit^tiöfeit • birfeö JRcfuItate läpt fic^ and) leidit 
lieber naefe ben fril^ercn Siedeln crfenneu. SSBeun man näm«» 
(i(^ auf bie gefunbene ®(ei^iing bie Jßorfdjrift bes §. 409 
aumenbet, um bie befoubere ^fuflöfung berjeni^jen berioivteu 
©leic^unfl ju erhalten, bereu affflemeineö Sntefltaf pe ift^ 
fo '^at man au^ btn beiben ®(ei(i^ungen 

y ' 4" ^*^ ^ I '"* == 0/ i*"^ 2a? — a = 

bie midflirlic^e ßoitflante a ju eliminiren, njüburd) mau 
als befonbete STufröfung fiubet 

y* + a?» — r»Ä:0. 
3^ie beriüirte ©leic^ung \>on 

erf^ält man übrigens bur^ (Differentiation in Sejug auf a;, 
n^elc^es gibt 

unb burc^ ©limination ber eonflante a a\\^ biefen beiben 
®[ei^inigen. Die beriüirte ®feic^ung mirb fobann 

y> — 2jryy — y V* — r« = i 

unb auf biefe fann man wieber bie Kegetn ber §§.411 2c. 
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anwenben. SBenn man jte j. 83, i« SSesug auf y' auflöjl, 
fo foratnt 

— x-\- Yy^ + iT« — r« 

3)ie ®Ici(^un8, welche bic ®lci(^6eit jweicr SBert^c üon j/ 
auSbiüdft, b. l). bie bcfcnbere Stuflöfung, wirb alfo 

§. 421. aj?an betrachte tict^ bie ©feic^imfl 

welche bie 95at;jn eines geworfenen Äör})er9 im leeren 9taume 
auSbrücft SBenn man ben SBinfel a ober 'bie ©leüation 
beS SBurfee jtci^ änbeni lä^t, fo erhält man t)erf(^iebene 
Eurüenj bie ein^üffenbe 8inie aller biefer ßurDen pnbet 
man nat^ §, 409, inbem man bie DorffeI;enbe (Sleit^ung in 
SSejug auf a bifferei)tiirt, welches gibt 

= 1 - f? taog a, 

unb fobann jwifc^en beiben ©(eiiä^ungen a eliminirt. ^ie 
^erüorgeljenbe ©lei^ung wirb 

J)ie Surüe; wel^e aKe SBurfbafjnen berührt, ifi alfo eine 
^arabel, beren Sfd^fe üertifal unb beren ©c^eitel in ber §ö^e 

-^ über bem anfangSpunfte liegt 
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XXXIII. IDtfferenttalglflii^ttiiQfii ^wliditn atoei IBerattberUd^e» 
Hon btt aioriten unb non l^d^erer Cirbnntig* 



§. 422. ®ine 3)iffcrentialöleic^uii9 btx jireiten Ort^ 
muii) ^at allgemein bie 3ürm 



fC''"'! S)-». 



tro j? 5ic unabtjänflige SSeränberlit^e ijl, unb y eine anbeie 
SSeränberlic^e; beren SBert^ ton beut Sßert[;e üon x t>ermit:^ 
telfi berjenigen ©ejiefjung nbf;iingt, bie in biefer ©feiAung 
auögefproc^en liegt. 

83on ber ^ebeutnng einer folc^en ©leic^ung fann mau 
fic^ auf ci^nti^e SBeife einen ©egrljf mad^en, mie eö im 
§. 376 gefd^e^en ip. SRan betrachte a? mie bie Sfbfciffe unb 
y toie bie Drbiuate einer ebenen @utt)e. SEßiQ man bie 6un?e, 
ber bie t>orjie^eube ©feic^uug at\Qtl)M, conflruiren, fo benfe 

man jlc^ biefe anfgelöfi in 83ejug auf -^, mo man einen 

Änöbrucf b4irc^ x, y, unb ^ finben wirb. SRan ftelle fo^ 

bann mittfürlic^ jwei SBertl^e für x wni y fefl, b. I;. einen 
beliebigen ^unft, bur(^ weldjen man bie ßurüe ^inburr^ 
führen n?in. 9Jlan ne^me ferner roiDfürli^ einen SEBert^ 

für .-an, b.l}. für bie5Heigung,»elc^e bie 6urt?einbiefem*Punfte 

tejt|en fott. S)te gegebene ®lei(^ung liefert afsbann einen be^ 

fHmmten SBert^ ^^^^^' "^^^ '^^ff^" ^^^'^^ bie Sünflrnction* 

ber (Suroe n>irb vorgenommen tverben fönnen. 3)enn lÄ^t 
man a? flc^ lun bie fe^r Heine %x^t Ao? cinbein, fo evljäft 
man feljr naije fofgenbe SSertlje ber ßoorbinaten: 



•s. 
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. + A- + A. y+|^ + (2 + g^)^- 

SJlan fami alfo bie Surüe mit finer fccflo größeren ©enauig- 
feit conPruireti, je ffeiuer bie Sleuberunöen Aar angenommen 
merben. 

§ieraua wirb man fdjlie^cn, \io!i bie gegebene S)ijferen:5 
tialgleidiung eine gigenfd)aft anSbrüdft, bie einer nnenbfit^ 
großen 3rtf|f ölmi Enrüen gemeinfcbaftfic^ ip, weld)e man P(^ 
in einer ®5ene gejeic^net bcnfen fann, @ie beflimmt bie 
©eflalt biefer 6urt?en, fobalb man einen ^nnf t, burd^ meldten 
biefel&en geführt werben fotlen, unb bie 9tit^tung ber San« 
gente in biefem ^nnfte atS gegeben anfiefjt. 35iefe ®Iei(^ung 
^at atfi) eine nmfaffenbere ©ebeittnng nl8 bie ©feid^ung bet 
erflen Drbnnng^ eö reicht ^ier jnr ©eftimmnng bet Surüe 
nitfet ^in^ \i(K% einer Don ibren ^nnftcn gegeben fei, fenberu 
eö be^arf bajn ncc^ ber Sfngabe ber 9tiittnng ber Sangente 
in biefem f?nnfte. 9)tit anbeten SESorten, bie SBaöf irgenb 
einer üon ben ßnrüen, welche bnrc^ bie gegebene ©leid^ung 
bargeftellt werben fönnen, bangt Don jwei wiöfttrlic^en ßon^ 

Panten ab, i>ün benen bie eine y \\y^ bie anbete ^ befHmmt; 

wenn x gegeben ifi. 

§. 423. 3>as aagemeinc Sntegtal einer S^iferential:» 
-gleidjnng bet jweiten Drbnung mu^ nac^ bem ©efagten, 
wenn t% biefelbe STUgemein^eit wie biefe Differentialgleit^nng 
beplfen foH, jtt>ei wifffftrli^e Sonflanten entfjaften. «fußers 
bem aber ran^ e8 ber gegebenen 3)ifferentiaFflIett^nng ®enüft« 
(eifien. X4efe 93rbtngungen ^x& biuVeic^enb, bamtt beibt, 



bab Stttefltar iui& fein 35iffetcHttar, 5ä^ itömlit^e @^ffcm 
»on SiitDen fcarfleUcn. 

§. 424. @a fei adgeiHein 

F(x, y, a, 6) = 

eine primititje ®Uxi^\mQ, in welti^rr n nnb b jtrei Senfkinteri 
pnb, unb y wie eint gunetion Don j? ongefe^en wirb. 3n 
i^rer beriüirten ©leit^ung ber jmeiten Orbnnnfl fann man anf 
niel;rere ücrfc^iebene 9frten gelangen: 1) Solan bifereniiirt 
jttjeimat xxa^ einanber in S3cjng anf ^, nnb eliminirt bar^ 
anf jmifc^en ber ©feii^nng nnb i^ren Beiben CDiferentialcn 
bie ßonflanten a nnb 6.*) 2) SJlan bijferentiirt einmal^ 
unb eliminirt fotro^f a a[9 b jwifc^en ber primitiven ®tei= 
t^nng nnb i^rer S)iferentiafgrei(^nng ber erflen Orbnnng, 
»obnr^ man jmei oerfc^iebene 35ifferentiafgfeic^tingen ber 
erfien Drbnung bcfommt, üon benen jebc nur nvä) eine bet 
beiben Sonflanten enthält. S)ifferentiirt man baranf Jebe 
biefer beiben ®teic6nngen, unb eliminirt bie Sonjlante, welche 
fte enthält; mit §ülfe beS gefunbenen (Differentiale, fo ge^^ 
fangt man anö beiben ju ber nämfic^en Siifferentiafgleidbnng 
ber jweiten Drbnung, bie juglei^ mit berjenigen iiberein^^ 
fümmen mu^, meiere man nac^ brr erflen 5ölet^jU)e finbet. 
Siefe Uebereinflimmung liegt in ber 9latnt ber ®ad^e be= 
grünbet. S)ie primitive ©leit^ung F(x,y, a,b)=iO mu^ ange^ 
fe^en werben wie bie SDarfleUung einea beppeften @^fiem8 von 
Survenj nämlit^ ber SurDen, welche aua berS3eränberIirf)feit 
ton a entfielen, wä^renb b conflant bleibt, nnb ber Kurven, 
welche au^ ber 85ercinbfrlid)feit von b ^ervorgeben, wä^renb 
a conflant bleibt. 3ebe ber berivirten ©leic^ungen ber erflen 
Drbnung, in welcher eine ber Sonflanten verft^wunben ifl, 
entfpric^t einem biefer beiben ©^(leme inSbefonbere. Die 
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*) @ott)fit biefe Gonflanten bur(^ bUJJiffcrentiationfelbflMontüegfancn, 
iDirb, roit man Ui^t fle^ tte ^Umination btrfelben übtrfftiffig. 
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!35i|ferenHalgIeic^un9 btx jweitcn Orbnung alfo, totlijt feine 
ber beiben Sonflanten mc^r ent^ftlt, geijört beiben ©^Pemen 
t)on ßurüeu gleii^mäßig an, imb fptic^t eine @igcnf(^aft 
aus, bie i^nen gemeinfd^aftlit^ ifl. 

§. 425. SUlan bctrat^te j. 83. bie primitive ©leii^uug 

y\+«y + *^ = o, (l) 

weifte einer ^axaM angehört, bie burt^ ben Sfufangöpunft 
ber Soorbinaten ge^t unb bereu Sfc^fe |3arallef mit ber 5fc^fe 
ber s ifl, 8äßt mau a jlc^ äubern, mä^renb b couftaut 
bfeibt; fo änbert mau uur bie Sage ber Sfcbfe ber ^arabelj 
läßt mau f fic^ änberu, tt3ä[)reub a conflant bfeibt, fo än- 
bert man uur bm Parameter, ©iftreibt mau nun jur Sfb* 

förjung y unb y" P^*^^""^^^' f^ ^^* w^«" Suuä^fl: 
bie S^ijferentialglei^ung ber erften Drbuung 

2w+ay + * = 05 (2) 

unb efiminirt mau au6 biefer Oleic^uug unb ber primitioeu 
®U\djnnQ foitoW a al8 b, fo ertjält man bie bcibeu ©lei^ 
jungen ber erjleu Drbnung 

yV + b(y-^xy') = (3) 

y« — 2xyy -}- a (y — a?y ) = 0, (4) 

meiere refp. bm obigen bcibeu (St;(lemeu üou ^arabcfu a\u 
getjbren. S)ie 'i)iffereuHation ber Oleit^uug (3) gibt 

unb burc^ Elimination üou b au8 biefer ©leic^ung unb ber 
©leic^ung (3) gelaugt mau ju ber ®leid)ung ber jtüeiteu 
SDrbnung 

yY + 2yy'' — 2a?y 3 = 0. . (5) 

3)urti^ ^Differentiation ber ©feic^ung (4) erteilt man 

^y' + ^yy" + ay" = o, 



nnb b\t @(immation Don a äu@ biefer ©leic^ung nnb btx 
®rel(^ung (4) ftt^rt toiebet ju Itx ©Irid^ung (5). 

9lac^ bvc crjleu SRet^obe 5e6 üoriflcn Paragraphen 
lüftrbc man auö 5cr primitiDm ®Ieic^nng wnb ifjren beiben 
auf einariber folgenben ^Differentialen, nämlid^ 

y* + fl^ + i^ =* 

%' + öy' + ft = 
2y « + 2yy' + ay" = 0, 

burt^ flfeid^jeitige ©limination üon a unb b flleit^faHa »ie*: 
ber ju ber nämlichen Ofeic^ung ber jn^eiten Drbnung (5) 
gelangen. 

S)iefe ©lei^ung (5), in tt?ptc^er bie beibcn Sonjlanten 
a unb b üerfc^wunben fmb, brüdCt eine 9telation au9, welche 
für jebe ber parabotifc^en SurDen (lattjtnbet^ bie in ber ©lei^ 
(j^ung (1) entljalten ftnb, trenn man barin biefen Sonfianten 
alle mögli^en SBert^e beilegt. 35ie Oleic^ungen (3) nnb 
(4), üon benen Jebe nur eine wiHfürlid^e ßonjlante ent== 
^ält, ftnb bie beiben 3ntegrale ber erpen Drbnung, ober bie 
erfien Sjntegrale ber (Sleic^nng (5). 3)ie ©tei^ung (1), 
welche jmei loillfürlic^e ßonflanten enthält, ijl baS jmeite 
3 n t e g r a l ber nämlit^^en ®Iei(^nng. gliminirt man y ans 
ben beiben ©leic^ungen (3) nnb (4), fo erl;ält man toieber 
bie ©leic^ung (1). 

§. 426. ?f llgemein, »enn man auf irgenb eine SBeife 
jwei 3)ifferentiatgleit6ungen ber erfien Drbnung gefunben 
bat; Yctläjt einer gegebenen 35ifferentialgfeic^ung ber jioeiten 
Drbnung ©enüge leijten, unb t?on benen jebe eine (Sonflante 
entplt, bie ni^t in biefer testen ©lei^ung üorfommt, fo 

erhält man bnrd^ ©limination i?on y ober -^ aM ben bei=: 

ben in fftebe fle^enben ®lei(i^inigen eine primitioe ©tei^ung, 
meldte jwei willfürlid^e ßonftanten enttiftft, unb meldte 
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not^ti7eiit)tg 5er gegeBenen ®(ei(^ung ©ettftgf (riflet, mithin 
i)ad aDgemeiite ^htegral berfclben j^arfleOt. 

§♦ 427» 3)ic tMJrjh^enbert ©ettac^hmgen lajfen j!(^ fo^ 
fort auf 3)ifferciitiflIßIeiAungen Don jefccr WiftigenOrbnung 
übertragen. ®ne I)ifferentialglei^ung ton bet Drbnung n 
^at immer n Sntegrale oon ber unmittelbar nicbrigem Drb= 
nung, oon benen jebe eine anbere wiOf ftrlii^e (Sonflante ents^ 
^äft. 9fIIe biefc Sonflanten muffen fi(ft in bem allgemeinen 
3ntegrale mieberpnben, fobalb manwiH^ baß le^terea bicfelbe 
SrUgemcin^eit beftfee wie bie gegebene 3)ifferentiargleic^nng. 
S)enn umgefe^rt, eine {jrimitioe ©feid^ung iinb i^re auf 
einanber fofgeuben 3)iferentiafe bis jur Drbnung n geben 
ft+1 ®fei^nngen, au9 ben n midfürndje ßonjlanten tli^ 
minirt werben fönnen. itennte man jene n erjlen Sntegrafe 
ber gegebenen ©leid^ung, fo fönnte man barauS ba^ allge= 
meine »te Sntegraf ober bie primitive (SleiiJ^ung fjerleiten, 
inbem man au9 ben n 3ntegraf en bie n — 1 2)ifferentiaf5 

Der^ältniffe y, y\ y"\ . . .»^""'^ eliminirte. 

3)a8 ©efagtc wirb noc^ flarer werben burt^ a3etrac^=: 
tung ber SJlacIaurin'fd^en 9lei^e 

weld)e bie ©ntwitfelung ber Function y in eine nad^ ganzen 
yotenjen brr 93eränberiid^en x georbnete Sleitje liefert, auö^^ 
gebrtttft burt^ foI(^e SBert^e biefer Sunction unb i^re 3)iffe» 
rentialoer^ältniffe; welche bem ffflert^c j? = entfjjrec^en. 
68 fei eine S)iferentialgleicbung ber Crbnung n gegeben 

oon welcher ^ier bie Function y al6 abCiängig gebadet wirb. 
aJlan faun au8 biefer ®lei(^ung btw \?fn8bru(f oon —^ 
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J)»rcb X, y, %,%, %, . . . -^^ [;erreiten, unb folfl* 

Kd) dui^ bieVudbrüite tn^iffercntialoerpltnifeiiacr ^fi» 
^ereu Drbnuugen. SRit^iti toerbeii aud^ bie 9Qert^e üon 

^M'i — ziTi — X7/ 2c. befannt fein als Functionen ber 

SBert^e »ou y., |^ g^, 3?- • • • ~^. ®«6fHtuirt man 

alfo Jene SBert^e in ben obigen affgemeinen ?fu6bruj üon 
y, fo erhält man eine fftelation jiüifdjen x unb y , welche 
bie ^ntmidfelung be6 affgemniieti 3ntegTa(9 ber gegebenen 
S)tf erentialgleid^ung in eine nnenbUc^e Steige barflefft, unb 
in meieret bie gule^t genannten ©rb^en, beren Srnja^I n \^, 
DoDfommen miÖfttrlic^ bleiben. 

§. 248. ajlan bemerfe ferner, \iOi% bie Sa^Ior'fc^e 
aiei^e liefert, menn man in i(;r ä = — a; fej}t. 



nnb baß man ebenfo burdj ?fniüenbung berferben auf bie 
Functionen |,g,g, lt. erljalt 

djr <te rfjr» "*" 2 rfi^ 2.3 ds* """ 

rfar« rfr« rfar» ' 2 dx* 2.3 «to» "■ "* 

<tes <to» (te* "»* 2 rfiF» 2.3 <te« "*" *^* 

2t. 

®enn nun bie «flegebene 3)i|ferentiar9fei(^ung üon ber Drb« 
nung n ifi, fo liefert pe -^ unb folgfiti^ auc^ äffe Xijfe^ 
rentia(t)er^ä(tnifre Don bö()erenDrbnungenaudgebrü(ftburc^ 

^' y'%'^' - • £^ ©ubfiituirt man biefe Sru8=» 
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brüdfe in l)ie n eipen ber üorpeljenben ®Ici(i^unflcn; fo er* 
f)^U man, in Uctcreinflimmung mit bcm oDen Otfaßten, n 
3)iffcrentialölei(f|unflen öon ber Drbimng n — l, cou benen 

jebe eine Don bcn ©rö^eu Jo, ^, J^, . . . ^!^' afö 
willfürli^e Scnpantc enthalten wirb. 

Integration ber einfac^flen (Diffcrentialglett^ungen Don ber gtoetten unb 

Don ^5§erer Orbnung. 

§. 429, Die Sntegration iPann nur in einer Keinen 
?fnja^[ befonberer ?äHe auögcfütjrt werben» 
68 fei juerfi bie ©feicfeunfl gegeben 

^y — T 

wo X eine Function üon x aHein bejeic^net. SJluftipIrrirt 
man auf beiben ©eiten mit bem conjianten Sfactor dx, unb 
integrirt; fo fommt 

ajlultipficirt man biefe ®Ieic^ung »ieber mit dx unb intest 
grirt abermals^ fo f)a\ man 

dy = Adx 4- dx fXdx, y = B -\- Ax -^^ fdx fXdx. 

!5)ie le^te ®rei(^ung ifl ba6 gefucbte 3ntegral, mxi barin 
fmb A unb ^ bie beiben wiflfürricben Sonflanten. 

Söenn man an bem ?fu8brudfe fdx fXdx bie 3nte- 
gration burc^ ^^ei(e audfü^rt^ fo faun mau {latt bed ge« 
funbenen 9(u8brudfa für y axid) fc^reiben 

y = B + Ax -\-xfXdx — fXxdx, 
68 fei femer bie Olciti^ung gegeben 



}o fiiibet man auf b\t\tlbt SSBeifc 

y == C + Ba; + i Aar» rf fdx fdx fXdic 
uter tüinn man wifbrr öuf baS Icfttf Sntegtal Me 3ntf* 
Station tittc!^ %\)tAt anmeubet 

y = C'{'Bx'\'\Ax^'\-\x^fXdx—xfXxdx'\r\fXx^dao, 

tt?o A, B, C bie wiafürü^cn Sonpanten pnb. ßbenfo fann 
man fortfahren, nnb c6 iff leitet ba^ affgemeine ©efefc 
biefer Sfnöbrüdfe ju erfennen. 

§. 430. ®S fei bie ©leiti^unfl gegeben 

dx^~ ' 

in welcher P eine Function beö ©ifferentialoer^aitntffeS 
^ allein bejei^net, trelifeee jnr «fbrörjung mit y' bejeit^net 
werben mag. 35iefe ©feic^ung läßt fi(^ fti^reiben 

dx~ ' 
unb man ert;ält barauß junät^fi 

Semtr IjC^X man 

dy^ydx^if-, y^B + ß^. 

eiiminirt man nun y aM biefeti beiien ©leiti^ungen, 
nac^bem man bie angejeigten 3ntegrationen ausgeführt 
\)CKt, fo er^ärt man eine ©leit^ung jmifc^en x unb y, ttel^e 
ba^ gefuc^te Sntegral ifi unb in weld^er ii.unb B bie 
iDifffürlit^en Sonffanten ftnb. 

aJlan fann bemerfen , ba^ wenn bie Function P ber 
Dorficßenben ©leic^ung au^ x neben y enthielte, bieWuf^ 
löfung jid^ auf bie Sntegrdtion ber ®[ei(^ung Pdx - dy 
= jwift^en ben beiben a5eranberli(^en x unb y rebuciren 
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würbe 5 unb n?cnn bie 3unetion F noii^ y neben y enthielte, 
fo würbe man bie ©feii^nng Pdy ^y Jfy' ^^o jwifdjen ben 
Reiben fBeränberlic^eu y unb y gu integriren J^abrn. 

§. 431. SCßenn bie (Steid^ung ber britten Otbming 
gegeben ifl 

WO eine t^unction beS ^ifferenttalDer^ältniJTcd ber jmeiten 
Drbnung^ ober y" allein bejeit^net, fo fann man auf 
ä^nlic^e SBeife fcfireiben 

da: ^' 

woraus 
Serner t;at man 

unb barauS 

Die eiiimnation ton y" au6 biefer ©leid^unfl unb ber 
®lei(^ung a? =s ^ 4- I J^ Qibt fobann ba§ gefud^te 3ntea 

gral, in Wertem A, B, C, bie brei wittfürlic^en Sonftanten 
finb. 

©benfofann man mit ben ©leirfjungen oon ^öljeren 
Drbnungen oerfat;ren, weldje einen ä^nlidjen SBau ^aben. 

§. 432. ©6 fei bie ©feic^nng ber jweiten Orbnnng 
gegeben 



dter» 



= r, 
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in ttMlijtx Y eine Function Don y aOein Gebeutet. 9ßu(tt^ 
pUdxt man auf 6ri6eit tgjeiten mit dff fo fommt 

woraus bxixdj Sntegration 
aWit^in roirb 

Y'A+2/Ydy' JyÄ+2/Ydsi 

i)ad gefuc^te integral ^ in weltfcem A unb B bie beibtn 
wifffürlit^en Gcnpanten jinb. 

§. 433. SEBenn bie gegebene ®leicE;ung ifl 

^= P 

n?o P eine fjunction ton ^ ober y aBein bejeit^net, fo 
fann man jlatt biefer ©leic^ung and) fdjreiben 

unb barand er^Mt man voxt im oorigen Paragraphen 

yA-\-2/Pdy'' * Jyi+tfPdy 

Sfber man l^at ferner 

^ "^ yA+2/Päy' . ^ ^jyA^ZfPdy 

^{inunttt in<|n y' w^ bieftn beibcR S^leic^ungen; fo finbet 
man ha^ gefuci^te Sntegraf, me(cf)e6 bie brei toiHI&rlicQen 
(Sonfianten Ä, B, C enthält. 

§. 434, ©iefee ©erfahren lä^t fit^ leiij^t auf alle 
®Ieti^gen tron ^b^evet Drbnung audbe^itni; in benen 606 
3)ifferentiafDer^äItnif bfo^ als fjunction beSjenigen ©iffe^ 

9la»fet, JDfff..- unb a^tcgrolr. II. ©aiib. 6 
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rentialoer()dltniffed gegeben totrfc> beffcti Orlbnung tiiit smei 
@in^eitea niebtiger i(l. (S8 fei gegefitn 

wo (? eine Function \iQnp~ ober y ' allein bebeutet ®iefe 
®(eic^ung lä^t fld^ [(^reiben 



dir» ^' 



woraus man er^KIt 



Serner ^at man 
unb baraud 

35ie gfimination tjon y' au6 ben beiben gefunbenen ©lei^ 
c^unge« gibt bas gefMdjte SntegraL SJlan fann bemerfen, 
ba^ felbfi in bem Satte, roo tttva biefe (Slipiipation ni(^J 
auöfü^rbar i% bie beiben ®Ieid)ungen bennoc^ je }»ei ju^s 
fatnnunge^Drige SQert^ für o; uitb y geben, wenn man 
wiOrüriic^ SBert^e für y ' annimmt. 

§. 435. m fei n^d) aU ein riitfai^rf S3eif)>itl bie 
®Mil^ttng gegeben 

■ a=** 



tDorauS man \tii)t {tnbet (inbem man bie koi([ffirndren 
ßonfiantcn fiebert) 

SBetin bagegen flegeben ifl 
fo (ommt 

rüotfluö man erhält 

ober au(^ (inbtm mafi bip roiS(ftt(id^^tt ßonfla^ten änbevtj 

jl sBsAsmkx-]- B eoB kpc. 
X)tefr beibefi Sntegtdle fönqen übrigenf au(^ aud einanber 
hergeleitet n^erben; n^obei man anf bie 93e}ie^ungen unter 
bm ®jrt>onentiaIfunctione^ unb btn trigonametrifc^en gfune« 
tionen (XII. 9fbf(^nitt) giü*Pc^t ju ne^m^ i)at *) 



*) 9io4 bem obigrn SBetft>irIe läft |t(^ au^ nocb bie foTgcnbr ®Iet* 
äfun^ mclt^f :r enthält, Intcgriren 



g=:fly+te + C. 



®nm »nm man flatt --^ fc^retbt y ', fo (at man 

y^' = iqf -|- 6j? 4- <? 

unb bnr(^ ||U)eima(tgr« ^iffrrcntttrcn 






^ _ 



6 



fSow brn itttigrinnUn Sartoren ritirr !DiffrYriitiaTgUid<titid l>on 

brliri^igrr Ordnung. 

' §. 436. gine 3)iffcrenHatgIeic^un9 Don befietiger Drb= 
nuiifl fanu man jtc^ immer auf bic gorm gebrad}t benfen 

3)enn wie au(^ bie ®Iei£^ung oon btr Drbnung « — 1 be- 
fei^affen fein mag , beren biriüirte ®leic^ung Ijier vorliegt, 
fo fann man in berfelben immer bie GonPante, tüefi^tman 
wiH Derfc^winben lajfen, auf eine ©eite aDein fefeen, unb 
foIgIi(^ unmittelbar burt^ 3)iffereutiation eine ©leid^ung t)on 
ber Drbnung n erwarten, in weldjer \ia^ S)ifferentialüer^ärt=^ 
nif ber ^öd}flen Drbnung nur in ber erfien ^otenj üorfommt. 
©obalb aber bie ®reii6ujig bie torfle^enbe gorm bejt^t, fo 
läßt ft(^ nac^weifen, ta^ e9 immer eine unenblit^e SDIenge 
üon ^attoren ton fo^fc^er ©efc^affenl^eit geben ntüjte , ba^ 
bie linfe Seite bieftr ©fei^ung burc^ SJluItipIication mit 
einem biefer Sarfoten in ein genaues $)itferential berSSer* 

öubfrlif^e« a?, j,^y S ^ • • • j^zr o^wanbelt mirb. 
g9 fei j. 58. bie ©fcicfjung ber atoeiten Dtbnuna gegeBen 

y" + A^, y, y') = 0, 

wo iut abfütjung y unb y" flatt ^ unb gefe^ n)or= 
ben jlnbj unb man bejetdint mit 

^ip, y, y', «) = 

»rtc^r ©Irit^ung toir obrn. ju mteßrirrn if!. 2)rr borau« ^rrtjorgr« 
^mor audbrurf für y" lirfrrt, fobow, in bir grgrbrnr ©Uic^ung 
grfrfet, unmittrlbar brn gefuc^trn Sluöbrurf für y. 

Sörnn obrr flott brr linrärrn gunrtion hx-^-c rmr brltrbige 
gunrtion bon x grfrfet »orbrn toärr, fo toürbe \i<i% aagrmrtnrrr 
»rrfa^rrn brr JJ. 445 unb 446 jur «ntornbung fommrn. 



Siffere iittalgleli|iiit§eii tßon i^d|dr eit Orbitnnge it. 8S 

bie ©Itiifeunfl ber erften Drbming/ beten berioirte jle iff, 
inbem a bie (Sonftante bejet^wet, mel(j^e man f)at üerfd^min^ 
ben laffen. S)ie gegebene Oleid^ung ifl alfo brtö Stefuftnt 
ber ©limination bon a aus ber Olcic^ung F = nnb 
berjenigen ©feiii^nnfl, welche ans bveftt Unteren bmä) mu 
mittelbare Differentiation fierüorgebt, nämficlj 

dF . dF . . dF ,, „ 

©ringt man mithin biefe ©leic^ung auf bie gorm 

dF.dF , 

l' + — w — =^' 

nnb fe^t hierin für a feinen 2fn8brurf burc^ x, y unb y' 
nuö ber ©feidjnng F = 0, fo muß fie mit bet gegebenen 
®Ieid;ung ibentifc^ werben. SMan ^rtt bemnac^ bie ibeiis» 
tift^e ©leidjung 

r " I /•/ '\^ ^^ ^^' I äF . dF f, ' 

[y +A^,y/y)].äy = ^ + ^y +5^y } 

unb ia bie redete ©eite biefer ®Iei(i^ung ein oottfiänbiges 
(Differential Ijl, fo muß c8 aud) bie linfe ©eite fein» Sfffo 
wirb bie gegebene ©reic^ung unmittelbar integrirbar, wenn 

man jle mit ^ multiplieirt, nat^bem man. in biefem Sac* 

tor für a feinen SBert^ <tuS ber ©feic^ung F= an bie 
©teile gefefet \jCit 

aSenn man ferner a in ber ©leid^ung F = als Der« 
änberlii^ anfielt, fo gibt bie S)ifferentiatipn 

dF , dF r . dF „ . dF , - 

wo a Patt -^ gef(^rieben ijl) unb baraua 

dx 
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dF , äP t I äW u 

93trmi)0e 6e9 SSot^rrge^enben ^at man alfo 

[y" + A*, », y')] -^ «'/ 

da 

unb bicfe ©leidjung jeiflt, fcaf burt^ 2Jlurtipücation 5er ge^: 

d¥^ 

Begebenen ©leiAung mit hzxa Sactor —^ bic linfe Seite 

da 

berfclben ein genaues Differential wirb, beffen antegral 
g(ei(^ -- a ifl, wo a burd^ bie ®Iei^ung F = gegeben 
wirb. 

Ueberbied wirb bie gegebene ©teic^mig gleiti^falld ein 

genanee Ü&ifferential, wenn* man fie mit — jp^ mnlti«* 

plicirt, wo <p(fl) eine Beliebige Function üon a bebeutet j 
benn ^e iDitb babutii^ ibentifc^ mit ber @lrbfe — 9 («).«. 
aSejeic^net man mit #(a) bie tJunction, beren berioirte 
Function — <p (a) . a' ijl, fo wirb alfo ba^ Sntegral ber 
gegebenen ©leid^ung werben *(fl) = Const., welc^eö gibt 
at=tConst. Unb ia man fUr a feinen SBrrt^ au6 ber 
©feit^ung F = an bie ©teile gefefet benfen m\\%, fo fießt 
man , i)a% bie ©lei^ung a = Const. ntdjt t>erf(^ieDen ift 
oon ber ®Iei(^ung F = 0, totwx man in biefer a wie eine 
wittfttrü^e 6ün|lante anfiebt. 

§. 437. g8 ifl oben nat^gewiefen worbeti, ba^ eine 



X)ifrreiitia(0[rif^un0 btx jtveititi JDrbnung immei: jmri pü^ 
mitik^t ©(eid^ungen ober jtvet 3tttegra(e bet erftert Drbnuttg 
beflj^t,. uoti bellen jebe eine anbete miOfflrlif^e (Sonflante 
enthält. ?fiiS bem SJor^eröeljeuben fcfgt nun, ba^ jebe bie* 
fer beiben ©leic^ungen anbete tntegtitenbe Sfactoten liefern 
mitb, tvtld^t in gleichet SBeife geeignet flnb, bie ootgelegte 
©leic^ung bet ^meiten Otbnung in ein genaues Stfetentiaf 
ju üetwanbeln. SMan fann inbeffen alle biefe gartoten and) 
in eine allgemeine ffotmel jufamiiienfaffen. 
@d feien namUi^ 

F(x, y, y\ ö) = unb F,(x, y, y, b) = 

bie beiben |?timitioen (Gleichungen bet etflen Dtbnung Don 
bet gegebenen ©leic^ung, in benen a unb b bie beiben miH- 
fütlic^en Sonflanten bebeuten. SRan ^at fobann in Solge 
bet k)otigen @nttvitfe(ung 

dF 



[y'+A^.y.y)]-^ 



= — «/ 



da 
dP^ 

rfT 

&9 fei nun *(a, b) eine beliebige Function t>on a unb (. 
ajlultiijncitt man bie beiben üptfie^enben ©leic^ungen tef{), 

mit T- unb ^, unb abbitte fo etljMt man 

(MdF . d^ dPj\ 
da dö / 

unb ba bie teerte @eite biefet ®(eid)ung bie DoOpanbtge 
betioitte «unrtion oon ^ ♦ (a, b) ift, fo folgt, ba^ btt 



8» xxxiii. rntf^^m. 

SRttlHpIicatien btx gffle6enfn ©leic^ng mit 6em 9tatot 
il^l_j«i?-^bicfctbe gleic^faffö ju einet tJoHPänfeigen 

. rfa db 

beriüirtcn Function machen muß, fceren primitive Function 

ifl ^ ^(a, h) — Consl. 

Da man ebenfo eine anbere beliebige Sunction ^{a, b') 
^ätte wät^ren fönnen, welche ju bem Sntegrale — W(a, 6) 
= Consl. geführt ^aben mürbe, fo er^ärt man a = Const. 
unb b = Const. für bie beiben Sntegrale ber gegebenen 
®Ieic^nng, mo a nnb b refp. burd^ bie ©reidjungen F= 
unb Fi = benimmt metben. 

Diefe S3etrac6tungen raffen jlc^ leicht auf Differential- 
glei^ungen üon jeber beliebigen Drbnung auSbc^nen. 



Integration brr titteären !S)tfferentt(i(g(rt(^ungm smifc^en sto^t aSrränbrrltc^rn 

unb Don beliebiger Drbnung. 

§. 438. Unter linearen Differentialgleid^ungen üer:= 
ffe^t man (olt^e ©leid^ungen, in benen bie Function y unb 
bie Differentiaftjer^ältniffe berfelben nur in ber erffen ^otenj 
üorfommen. ®ie fmb allgemein Don ber Sorm 

it>o Pf 0, . . . U, V beliebige Functionen ber unabhängigen 
SSercinberfidjen s fein fönnen. 

.2Jlan betradjte juerff bie ©feiii^ung 

in tüeld)er überbieS bie Soefficicnten P, Q, ... U als con- 
fhtnt, b. ^. aU unabhängig uon a? unb y, t)oraudgefe|^t 
ttjerbni. SMan fudbt ba^ Sntegrar biefer ©Uic^ung^ ober 



Itipet nnb aii^ttbtm n n>iQrür(ic^e (Sonflanten entl^ä(t/ b\t 
ni^t in 5er gegebenen ODttferentialgleiii^img twrfpmmtn. 

®ej}t man y=i«?^, fo folgt affflcmcin ^=p"a^, unt 

burd) ©ubfUtution fciefer ©erttjc in bie (jcgebenc (Sleie^mig 
erl)ä(t man 



P" + i)^""": + Op'-' + ... + «/=0. (3) 

stimmt man affo für p eine ber SBurjern ber ©leit^ung (3)^ 
fo toixb ber 2Btrt^ y=e^ ber eHei^ung (2) genüge (eis 
Pen nnb mithin ein befonberer SCBertt) ber Function y fein. 
®a nnn bie (SreiAung (3) Immer « ffiu'rjelrt beflfet, bie ^iet 
vorläufig als cerfi^ieben t>on einahiet üoranöö^fe^t nnb mit 
p, p" , p", . . . pc»> bejftc^net werben mögen, fo erbält 
man auf biefe SBeife « befonbere S33ert[}e t)on ber Sorm ^, 
roefd^e fämmtliii^ ber ©feit^ung (2) (Senüge leifien. 

SMuItipIicirt man jeben biefcr SEBett^e mit einem con* 
ffanten ßoefpcienten, fo werben jle gletd^fallö nod) ber ®feis= 
c^ung (2) genügen, gb^nfo gefc^ie^t biefer ®Ieid)ung noc^ 
Oenüge burc^ bie ©nmme jweier ober einer properen Sfn^ 
y^^ bix in ^t\iz jlet;enben SBert^e. Söenn man bemnacb 
aus ben n befonbercrt STOert^en, welt^e ben SBiirjeln p,p'\ 
p" , . . . pCn> entfpred)en, ben STuöbrncf bilbet 

fo wirb berfelbe nic^t nur ber gegebenen 3)ifferentiattilcicbung 
®enüge teijlen, fonbern anc^, b<x er bte n wittfürlid^en Son* 
panten A, Ä\ Ä'\ , . . Ä(n) enthält, ba9 affgemcine ^u^ 
tegral biefer ©leic^ung bar^eKen. 

§. 439. 2Bfnn bie®Iei<^w«fl (3) imaginäre aCBuiarfM 



90 XXXIII. Wm^iM* 

6rfl|t, fo bleibt bu t)et^tfftnbt aR^l^obe gläi^fitaa wmmif^ 
bAv , intern man btc imaginären @|rt?onentialgr&|ai bnväi 
bU <Sinud unb (Sofinud reeüet $bgen etfe^en fonn* ®inb 

nämlic^ a + ß K — 1 unb a — p K — 1 ih>ri imaginäre 
SBurjefn bcr ©Ictc^tinfl (3); fo geben bie entfpret^enben 
befonberen SEBert^e bie @umme 

ober 

ober 

e«* [(.4' + il") cos ßa? + (^' - A") V^. sin ßor] 

ober, wenn man ^ unb Jff" an bie ©teile oon A + ^" 
unb (^' — r) V^ fefct, 

^«* (Ä' cos pa? + ß" sin fix), 

tüv B^ nnb F" jttjei neue wifffürnc^e gonflanten bebeuten. 

§. 440. SBenn bie ®Iei(^ung (3) jroei ober metjrere 
gleiche SBurjeln beft^t, fo bebarf bie angegebene 3Retbobe 
einer SJJobijtcation. S)a8 Sntegraf nimmt fobann eine eigene 
t^ümlic^e ®t^alt an , ju ber man auf fofgenbe SBeife ge- 
(angt 

ße werbe jiierjl i?orau8gefefct , bie beiben SBiirjeln p' 
unb p' feien fe^r wenig oon einanber Derfc^ieben , fo ba^ 
man fefeen fann p"=p'+a)/too w eine fe^r f leine ®rö^e 
bebeutet. ÜDie ©nmme ber beiben entfprec^enben befon:^ 
bereu SGBert^e wirb alebann 

ober wentf man bie @r)?ouientialfunetion e"^ entwicfelt, 

e'* ^il' + ^'' + ^''(dij + 4'' ~ + w.)' 
Stimmt man )e^t cd afd unenUic^ ftrin an, fo ^tnbert nichts, 



Me SBtrt^ twn il' uiift A' ft jtt ma^eti; baf Ä'ia einen 
enMlt^en unb wiBffirUti^en ©rrt^ behalt, »oburt^ il" nnj» 
ettbfl^ gtop mirbj unb böf ^'+^4" gleic^fdHe ritten enb«» . 
Ili^en unb millfftttiii^en SBett^ itmt, toobnxi) anif A' un« 
enblic^ 0ro^ unb bem Ä' f ntgegengefej^t loirb. !S)ie ®(iebet, 
totldjt bie ^ö^eren ^oten}en k)on (o enthärten, merben bage«: 
gen oerfc^tüinben. I)ie Summe ber beiben In 9tebe fh^enben 
befonberen SBert^e mtrb atfo fftr ben 9<iII^ tpo man }mei 
SBurjeln gleich p \)at, 

wo BT unb IT' jwri toiOfnrlit^e Sonflanten, flnb» 

3){efelbe (3(^(uf meife M^t ^i) auf ben 9aa anfvenben, 
»0 brri ©urjeln p , p', p"' einanbet gleich f!nb, ©efet 
man nämtii!^ p"'=p' + a), fo »itb bie @umme ber brei 
entft)red^nben befonberen ^ttffft 

ober 

9ßtrb fobann €>> ale unenbüc^ Hein angenommen, fo faun 
man Ä, A\ r fo toä^Itn, \i<y% bie brei®töfen Ä^Ä", 
il"+^'"«o, |il'"€j^ enbfiAe unb itiarürri(^e.9Bert^e bemaltem 
Unterbrücft man alfo bie mit €>>' unb ben bb^eren ^otenjen 
Don (0 behafteten ©Heber, fo bleibt für bie @umme ber 
brei in Siebe jle^enben SBertße 

/* {B + Bl'x + Bl"x''\ 
gbeufo fann man filr jebe größere ^nja^I x^^n gleidjen 
SCBurjeln fortge()en ; unb man erfennt barauS, bci% aDgemeiu 
bie ?fn»efen^eit oon r gleichen SCBurieln ber ©lei^uiig (3), 
weld^e glci(!^ p' ftub, eben fo üiele befonbere 3öertl;e }u 
@taube bringt, bereu @umme audgebrildFt mirb burtfi 

^'* (ßf j^ g'x + r'x^ + . . , 1^'^ x'-'\ 
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§. 441«. $ieniii^ mögi bxt®kiijvmQ'(i)tmfimmt' 
Qtmmmm werben, in rüelij^er bie ©röftn P, Q, ,. . U, V 
im.aQgemeima 6e(iebige Functionen pan a; fein tOnnttt. 
ajlan fann juerfl 6emcrfen, ba^ toum bit @t'6^ V ßleui^ 
9lutt ifi, b. f). mnn man blo^ f^at 

fi^P^y^Q£:il + ,,^^uy==o, (4) 

biefe ©fci^ung alaböhn glei^mie bie ®Uxijnn^ (2) bie 
©igenfc^aft befi^t, baß itjr burd) bie ©umrne mehrerer 6e== 
fonberen SBertt)e, üon benen jeber tnit einer millfiirlid^en 
(Sonflante muIti<)Hcir.t werben bnrf, genüge gefc^ie^t, toU 
Uii)t ju beweifcn \% 5J5ie Äenntnif üon « befonbercn 
2Bertl;en iji alfo ^inreidjcnb , um barau6 unmittelbar baQ 
allgemeine Sntegral ^erjufteffen. 

§. 442. SBenn bie <Sröße V in ber @Uid)mQ (1) 
n\ä)t ben SGBertt) 5rtutt ^at, fo finbet aud^ bie genannte 
©igenfci^aft nic^t me^r jlatt. 2Jian fann inbeffen in biefem 
Salle baB affgemeine Sntegral auf fofgenbem SBäegc ftnben, 
fobalb man n befonbere SBert^e fennt, rcelci^e ber ©teidjung 
(4) ®enüge leiflen. 

es feien r, r, r", . . . r^"^ bie in JRebe jie^enbep 
n befonberen aBertlje» SJtan bitbe baxaxi^ ben affgemeinen 
Wuöbrudf 

in welchem iefct bie ©rößen Ä, A", A"] ^^"^ un6e:= 

pimmte Functionen üon x bebeuten. Stimmt man üen bie* 
fem 9ru8bru(fe bie auf einanber folgenbert 35ijferentialDers 
f^äftniffe, fo l^at man juerjl 



imt menu man hierin 5ie jmeite Steige gleich 9tnU fe^t, fo 
«ntertrirft man bamit 5ie Functionen Äy A", A'\ . . . A^*^ 
ber SBeMngung, fciefer ©feic^Hng ®enüge ju leiflcn. Oebann 
txf)t\lt man 

"^ di ix "^ dx dx "^ dr dx '••'"'"rfiF dx 

©efct man ^ier wieber bie jtDeiteJRfl^ glei^ Slull, fo folgt 
tt)citer 

dx^~ dx^ •" rfa?3 "T^ ^s "T'-^-r-* ^3 
'^dxdxi^dx dx^ '^dx dx^ "" "• » (to dx^ 

mo lieber bie jireite Steiße gleich 5yin(I gefefct mirb^ unb 
fo fort, aJtan gelangt auf biefe SBJeife ju 

n?o bie jmeite Steige gleie^ V gefegt mirb. 

Sri golge biefer ©ntwiäetung ijl nun flar, ba^ totnn 

bie gßert^e y=r, y^^\ V = Y"\ . . . y^T^''^ eln^ ^ 
jelh ber ÖJ[ei(6ung (4) ©enflge [eijleu, fobann ber aUge^ 
meine 9fu8bru(f ' 

y =.4^ r •+ ^" r" + ^'" 7" • + . • . + il^"^ i"^"*^ 

in glei^er SBeife Ber ©leitfeung (1) ®enüge reiften mirb, 
üotauSgefett; baß man bie Functionen Ä, Ä% Ä",: . . A^*^ 
tvit ben n 83ebingungen unterworfen anfielet ' 



9i u^iuii. 9m*m. 

df ' 4lx 4f 'dg 

ito ito "^ dx dx *^ dx dx "^ * * ' "^ dx ifflr 

dx d^"^ dx dx^ "^ dx dx* "'"'•"'"Ar rfj;« 



<te <to"-^* "^<tr d;jf~* "^iftu (to^-* "*"*'*? rf«»^* 
SJicfe ®Irid)unflen geben, ba fte linear jtnb, für We gimo« 

.. dÄ dÄ' dÄ" dA^"^ , t ft. X cm^ii:. 

tionen —^ _,_,... ^- immer ^eflimmte Söert^e, 

bie mit f, *", *'", . . . ¥*^ bejeit^net werben mögen. 
S)er SfuSbrutf für ba^ ftefut^te attgemeine Sntegral ttJirb alfo 

« = r («+/*' rf^F) -1- r (a' + /*" rfa?) + r" (a" + /*'"ifer)+. . . 

unb entl^ält bie n lüiOfttrlii^en Sonpanten ä, a, «'",... a^*^. 
§. 443. SBenn man nur eine ?fnja^I Don befonberen 
SSert^en fennt, bie f (einer ifl M bie 3a^( n, »eld^e bie 
Ordnung ber gegebenen S!)ifferentia{g[eid)ung bejeic^net^ fo 
ifl bie Dorjle^enbe SJlet^obe nit^t me^r auf gleiche Söeife 

JA' AI" älA'" 

atjip^njbbar. I)ie Functionen ^, ^, ^j- u. jtnb fobann 

ni(j^t mtfyc in l^inreid^enber ^nja^I üorl^anben, bamit man 
aKe ©(ei^ungen auffteKen tonne, tctli^t nbt^ig fmb, ufii 
bie jtveiten 3tei^en in ben Sfuöbruifen ber iDifferentiaftiers 

ux\b man ipirb bed^alb genbt^ig^ fein/ ift bi^fen 9fu9brfitffn 
bie ^b^eren ®if trentiatoer^ä^tniffe einiger ber |tnbe{linin|t^n 
Functionen Ä, 4', 4", u. jic^rn ju laffen. $:ie STfifs^ 



• 

fuc^iing birr SEBert^e bWtx Functionen fordert a(fo bie Snte«' 
gration ehier ober mehrerer ^iferentinlgleic^uugen. SEBenn 
bie Äiija^I ber befannten, befonbercn SäJrrtöe fk—l betragt, 
fo fann ba6 aQgemeine 3ntegra( immer gefunben roerben, 
tuell Ht ©fjliminung ber ijuiictiontn Ä, Ä\ A'\ u. bann 
nur bie 3ntegration einer (ineAren ^C^iffertntia^gfriil^Hno brt 
erfien Orbnung erforberß^ m^^^t, mU)t dntegration mi) 
§. 386 fletS geleiflet »erben fann. 

§. 444. 99 im l&efpQbfren 9aIIe, m bie ®oefftetenten 
P, 0, ^ * * ^ bn ®(ei^ung (1) cjpnftante 3ßf)Un flnb.nnb 
nur bat ®Iieb V eine Function Don op ifl, fennt man un? 
mittelbar aue §. 438 bie befonberen Sßert^e T, t\ T\ 

. . . r^*^, meiere aufigebrütft werben burc^ t/^', ö'' ' e'""', . . . 

^^•>'^ wo p\ p, f\ . . . /"^ bie Söurjeln bei: ®Wi^wng 
(3) finb. S)ie oorfle^enbe aJlet^obe gibt alfo leicfet beu 
9(udbru(f beS gefud^ten 3ntegral8. 

§. 445. @8 fei ). 9. bie ®rei^ung ber jtpeiten Orb^ 
nung gegeben 

g + i'l + er-r. 

S9e)ei(i^net man mit p* unb p bie SCBurjeln ber Sleid^ung 

P^ + i^' + O-O, 
fo wirb ber apgemeine VuebrudF fftr y 

unb bie Functionen Ä unb A'^ muffen ben Gleichungen 
genfigen 






9ita biefen beiben Oleid^ungto f^I^ 



m XXXIII. mhj^nm. 

dx~J^' ^ ~ p'-f ' 

dÄ^ _ Ve-f'* .„ _ a +jrds, Fe^ y''^ 
rfa? p —p * p —p ■ ' 

»TD a unb a bie beiben tüittfürfit^m ©onftantcn jlnft. 
3)a8 geflickte 3ntegtat ip Äffo 

§. 446. SBcnn bie aBürjeln btt ®Mä)\xnß p^ + Pp 

^ ö äO imaginär fmb unb mit a Ji ßK^^ 6tjei(i^net 
iverben, fo fcfet man nac^ §. 439 als affgemeinen Sfuebrudf 
ur jf 

y = ^'ß«* cos ßx + i4"«"* sin ßa?. 

35ie Suncttonen ^' unb A" fmb fjitx ben ©teic^ungen un- 
terworfen 

. ^ ö«^cosß/r + ^ «°* sin ßaj = 



au9 benen folgt 

rf^' Ke-^'sinßar ., a —Ate. Fe-« sin ßjr 

dx ß ' ß 

dA" _ Fe°~* cos ß^ .. _ o" +/</:r. Vg-^cos ßr 

^er ^u^bnid b^a affgemeinen Sutegrald mirb atfp 

§. 447. 9Benn bie SButjern ber ®Ieicf)ung p* + Ff- 
-|- ß = einanber gleich tüerben, fo öerttJanbett ftd^ ber 
tfusbnnf be8 §. 445 für y in §. äJlatt flnbet atfo feinen 
h?a^ren SBert^, ttjenn man Baiser ««() Slenner in SSejiig 



« 



auf p" biffmntiitt^ \xnb fobatin p' = p' fejjt/ moburc^ 
man erhält 

Da bie unteren Oränjcn ber 3nteflrale wiQfürfic^ bfciben, 
fo fann man in bem erfJen ©Rebe bie (Sonjiante ä »ieber 
l^erjlellen, unb fdjreiöen 

y = (a' — jdx.xVe-^'') 6^'*+ (a" + /Af. Fc~' *) aje»»'*. 
a>iefe gormcl reburirt |t(^ in bem 8aHe, wo F=0 

ift auf 

y:={d + d'x)^', 
to\z ed au(^ fein m\\^, oermb^e bed §. 440. 

§. 448. 35ie Sntegration ber (ineären ©leidiungen ber 
gmeiten JDrbnung liefert unmittelbar ba^ ®efe^ ber IBer» 
t^eiluug ber beharrlichen Temperaturen in einem ©tabe ober 
einem Sftinge, beffen Cluetfc^uitt conflant unb fe^r flein ifl. 

9Jlan benfe jlc^ einen cplinbrifdjen ober priSmatifc^en 
@tab oon unbeflrän^er Sänge, bejfeu eineö ®nbe mit einer 
SEBiirmequelle (fojer) inSerti^rung gebrad)t fei, föeld^e be^ 
pänbig auf ber Temperatur U ermatten wirb, a^er @tab 
beflnbe p^ überbieS in 8uft üon ber Temperatur 0. !Die 
tjon ber SBärmequeHe bem @tabe mitgettjeilte SBärme ppanjt 
fi^ in i^m fort, er^i^t i^n admälig, unb entweicht jum 
S^eil in ba9 umgebenbe SJlittet. Slac^ einer Biureit^enben 
3eit werben p<^ ui ber ganjen au8bet;nung bes ^ri8ma 
be^arrlitije Temperaturen ^ergeflefft ^aben, bereu ®efefe man 
auömitteln will, unb bie offenbar burdj bie Sebingung be- 
stimmt werben, ia^ jebeö JS^eitt^en burc^ einen feiner 6nbs: 
pun!te eine Quantität SÖärme oon ber SBärmequcIIe em* 
pfängt, welche gleid^ berjenigen ijl, bie e8 ben nacf)folgcn-s 
ben ^i^fiti^en juffl^rt uub bie biefe S^eilc^en burd^ i^re 
Sfu^enfläc^t üerliereu. 

35a bte Cluerf(^;iitte beö ^iaU^ fe^r fteiw Dorauögefefct 
werben, fo fann man bie Temperaturen in allen fünften 

9iaöff r, SDiff.* unb Sntegralr. II. 53aub. 7 
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fined xxwb beefclben Qncrf(!^nitt8 wie fllei^ flro^ anfcben. 
6d fei nun 

Q 5er gläc^mln^alt üon einem Querfttnitte be8 @tabe8 j 

y ber Umfanfl biefeS Querfd^nitta 5 

07 ber Sfbjlanb cine9 beliebigen Duerfdjnittö üon ber 
SEBnrraeqnellei 

V bie Temperatur in biefem CLuerfc^nitte j 

* unb Ä bie innere unb bie äußere ßeitungSfa^igfeit 
ber ©ubflanj beS ©tabeö. 

2Kan betraute baöSängensglementbee @tobe$, meld^eB 
jtrift^en jtüei Duerfc^nitten in ben Sfbjiänben x unb s-^-dx 
entgölten ijl. 35ie Oberfläche biefeS ©lements ip yrfx? fplgp 
Kc^ bie Quantität SBärme, wtlli)t bntäj feine VuienfläiJ^e 
in bcr.ßin^eit ber 3eit üerlorcn ge^t, gleich' AK»<lr 5 unb 
baraue erl^ält man bie SHenge SQärme; n^elrl^e in berfelben 
3eit burt^ ben ganjen nad^folgenben SI;eil bed @tabe8 ttet«^ 

(orrn ge(;t; audgebrüdt burd^ baQ integral hy 1 vdx. 

?rber in ?5olge ber 83orau8fe^ung , baß bie Temperatur in 
aßen fünften be8 nämli^en Cluerfc^nittö bicfelbe fei, wirb 
bie SEBärme bas in 3tebe jle^enbe Clement ebenfo burc^:= 
[(abreiten , wie e8 in einem t>on jwei parallelen (gbenen elngc=: 
fc^lojfenen unbegränjten Äörper ber tJatl fein würbe. X)ie SidPe 
be8 Äörpere ip ^ier dx, unb bie Temperaturen an ben 
beiben ©ränjen jinb p unb t? + dt?} folglit^ tjl bie Cluan^ 
tität Söärme, welche i^n in ber ginfjeit ber 3eit bur*:^ 

dv 

ft^reitet, gteic^ — ftö ^. 9flfo erhält man al^ Sfuebrurf 
für bie oben au8gefproi^ene fflebingung bie ©leid^ung 

t>djßf 



-<="/' 



au0 bereu 'Ciferentiation folflt 

9Jlan gelangt aiic^ unmittelbar ju tiefer legten ®feis: 

^ung auf folgtnbe Sßeifc* S)a -^ *ß ^ bk CluanHtät 

Söärme bejelc^net, »eldje ben Cluerfc^nitt be9 ©tabeö, befen 
?f6(ianb t)on ber Söärmequelle qUHj a? iff, in ber einl^eit 

ber 3rit burc^Iciuft; fo ^at man - *2 ^g-+ d. ^) al9 

?fu9bruä für biejcnige Cluantität SBarme, toetc^e in ber^^ 
fefben Beit bcn iCluerfd^nitt in bem Sfbftanbe ^^dx buri^« 
fc^reitet 9lun muf bie SDifereu) biefer beibipu &x&^$n, 

nSmlic^ ÄS ™ djp, uot^menbig gleich ber Söflrmenifnai 

Ay»rfr feiu, wbi)t irr brmiwigen ^beUr b« Obfrpdjf 
entroeic^t, ber bem SntcrDaHe d^ entfpric^t. SJlan fjai 
alfo wie »or^in 

• *ß £ rf^ '-^ ftv^^te, ^^^'^S^S^* 

§. 449. 3)a8 üolljtänbige 3ntegral biefer Xi^mn^ 
tiatgleidjung ifi, nac^ §. 435, 

WO e bie ffiapö ber 9leper'f(!ben ßogarit^men brjeicf^net, unb 
A unb B bie beiben roifffürtic^en eonjianten jinb. ?fber 
es iil flar, ia^ bie Soujlante B ^ier btn ©ettl; SRuH ^a^ 
beu muf, meil berSBert^ üon r nid^t jugfeic^ mit w o^n^ 
©räujen juue^men fann. Serner mu^ man ^aben r = l/ 
für a? = 0, folglich muß bie ßonflante A gteic^ l/^ fein. 
3)er gefüllte Sfu&brutf für bie SBert^cilung ber bcl^arrlic^en 
Temperaturen ifi alfo 

7* 




si/^ 
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©enn man bemnat^ bie Temperaturen ber i?erf(^iebenen 
spunfte beS ^riSma burc^ Ballen barfteHt, fo werten bie 
«bjlänbe biefer ^un!te t?on ber SEBärmequeHe burc^ bie ju* 
gehörigen Logarithmen auagebrüdt 3n {Wei @tä6en Don 
berfelben @u6fianj |inb bie ^bjlänbe oon ber SBärmequeüe, 
in benen einerlei Temperatur fiattfinbet, proportional ber 

©röje y— , ober, wenn bie Querft^nitte ä^nlit^ finb, pros 

portional ber Quabratmurjet aus homologen X'imenftonen 
ber Querfc^nitte. 3n jmei (Stäben Don ^erfcbiebenen @ub^ 

fianjen ftnb biefe SfbflSnbe proportional ber ®rö^e l/-r-. 
SRan fann alfo burc^ 93eobac^tung ber fiattfinbenben Sem:? 

k 

pcratureu bie relativen SBJertlje beS 58er^äftniffea -r~ber bei- 

ben geitungafä^igfeiten für üerfdjiebene Äörper auamitteln. 
SJlan ^at felbp gefudjt, burc^ eben fott^e ©eobad^tungen bie 
relativen S3JertI)e ber inneren Seitungafä^igfeit * ju be:= 
jHmmen, inbem man jebea ^riama mit einer ©ti^iÄt bon 
Sirniß überjog, in ber Stbftc^t, beiben Körpern eine gleiche 
äußere Ceitungafä^igfeit ju geben; boc^ bietet biefea fSer* 
fahren wol fc^werlit^ bie nöt^ige ®enauigfeit 

§. 450. ^u9 ber oorfte^enben ®[ei(^ung fann man 
leid)t affea, waa bie SSemegung ber SBärme in ben üerfd^ie^ 
benen Steilen bea ^riama betrifft, herleiten. X)ie duan^ 
tität SBärme, toelci^c ben Cluerfd^nitt in bem Sfbflanbe o? oon 
ber SBärmequeae in ber ein^eit ber 3eit burt^Iäuft, ifl 



— • a?l/;4r 



ax 
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unb fc(g(i(^ bie Du^ntität SBAnne, mefc^e, ton ber 9ßdr« 
inequcffe aviöge^enb, in berfelben 3nt bxixi) bie ganje 
Dberfrdd^e bed ©tabes i« bie 8uft entweiht, 

üVlkYQ. 

Diefe Cliiantitat ifl alfo, bei ©täbrn üon einerlei ©ubflaiij 
unb ä^nü(!^en Dnerfi^nitten, ber ^otenj | üon ^omofogeu 
©inienponeii biefer äQuerfd^nitte proportionnf. 

§. 451. SJlan benfe fxij je^t einen pri8matif(^en @tnb 
üon einer befllmmten Sänge a, bejfen beibe (gnben refp. 
in ben conflanten Temperaturen U unb F erhalten merben. 
35a8 ®efefc ber SBert^cilnng ber beharrlichen Temperaturen 
irirb auc^ ^ier burc^ bie J)iffcrentialglei(^ung be9 §. 448 
gegeben} aber in bem allgemeinen 3ntegrafe beS §. 449 
wefdjea man fc^reiben !ann 

inbem man jur Sfbfürjung l^i^ ^^ ^ ^^^^' ^"^ *"^" ^^^ 
ttjillfttrlie^en Gonjianten A unb B fo bejHmmen, ba^ man 
^at v = U \üx x = 0, unb t? = F für 05 = a. S)iefed 
Sntegral wirb fobann 

wel(^er STuöbrui bie Temperatur eines jeben 5'unfte8 an« 
gibt, ber jmife^en ben beiben Snben be9 ©tabeS enthalten ijl. 

§, 452. I)ie üorfte^enben Jftefuftate fefeen nit^t not^s 
wenbig üorauS , baj^ bie 9fc^fe beS ©tabeS gerablinig. fei. 
®o lange bie ©emenfionen ber Cluerfc^nitte fe^r Hein ange* 
nommen werben, fann man bem <3taU eine beliebige ®e* 
flalt geben, unb fogar annehmen, ba^ er burt^ SSereini« 
gung feiner beiben gnben ju einem gefc^Iojfenen giinge 
werbe. !Die Formel beö üorigen Paragraphen gibt no^ in 
allen biefen Fällen ba^ ®efefe ber SBert^eilung ber be^arr^ 
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lidjtn Stttipcraturen in einem ®tait, beffen Säiiflf , in bem 
@inne fcer STAfe beö ©tabeö gemeffen , gleich a ijl , unb 
beffen beibe ®nben refp, in ben SenHjrtflturen ü unb V 
ermatten werben. 

SBtnn ber@ttib einen »linfl bifbet, unb nur eine ein*^ 
jifle SEBärmequette ton ber Semj>eratur* U t)orl;anben i% 
fo f)at man auflenfc^einlicb in ber flanken SfuSbe^nnufl beö 
«infleö . 

V t= U — — r— ^ 

ober 



WO a ben Umfang bed 9linged bebeutet. SBiQ man bie ar 
Don bem fünfte beS Slingeö auö rechnen, mel(!^er ber 
SBärmequeHe gegenüber liegt nnb ben Umfang in jtüei 
gleiche i^cile jerlegt, fo ^at man 

^ U <^ : — • 

3n ber erflen t?on biefeu beibcn Sormeln barf man für x 
nur SCBert^e jtoifc^en unb a, in ber jtt^eiten bagegen nur 

SBert^e $tt}ifc^en — -|-unb + |- fe|en. 

§. 453. SUtan betrachte brei ^^unfte eines jroifc^en 
jirei SBclrmequeffen enthaltenen SnterüaffeS; in ben Sfbfiiin- 
bm X, X -\- a, a? + 2a t)on bem Sfnfangöpunfte ber x. 
©ejeic^net man refp. mit f?o, »j, »a if;re Temperaturen, fo 
^at man naS) ber allgemeinen ®teicf)ung bea §. 451. 

Solgtic^ mirb 



:Dtffejretittar(|feii|iMg<ti «Ott |ll^eren Orbnun^eti. 1113 
obtt 

»1 ^ 

9Ra« ftc^t I)ieranS, baf ber ©ef^arrungSjuftanb bet Xtm^'t^ 
tattiren in einem ®tnbe ober einem Stinge immer Don ber 
©ef^affenljeit ift, baf, n?eim man jwifc^en jirri SBärme* 
qneSen mehrere gleid^ meit and einanber [tegenbe fünfte 
annimmt nnb üon biefen ^nnften je brei auf einanber fol» 
genbe Betrachtet, bie Summe ber Temperaturen ber beiben 
äußeren fünfte jn ber Temperatur be9 mittleren ^nfts 
PftS in bem nämlid^en ©er^flltniffe fte^t, unb ba| bltfee 
SerWItnl^ nur Don bem «fbflanbe ber in Webe ile^enben 
fünfte abbängt. X)iefee bemertendmert^e 9tefu(tnt (}at fn^ 
burd; aSerfuc^e beflättgt. 



XXXIV. eiimtnattoit ber S^etäitberlidfteit aus oleid^^ettioeti 
S)i{feretittaIgIeidftnit0eti. Suteoration ber glei(^aeiti0eit 

(inedren ^letf^ttugeit* 



§. 454. SWiin betrati^te mehrere SBeranberfid^e a?, y, 
z, 2c., bie als tJunctionen einer unabhängigen aSeränberlidjen 
p an{jefe^en werben, nnb ne^me an, e§ feien mehrere ©lei* 
t^uiigen jirif^en ben SBeränbcrlid^en x, y, z, 2C. unb i^ren 

2)ifferentiatt)erl)altnijfen ^, ^, :c., ^, ^, 2C., ^ ^ 2c. 

flffleben. SBenn biefe ®Ieit^ungen in berfelben anja^J \>ot* 
t^mbm jlttb wie bie Scranberlitl^en ap, y, z, 2c., fo lann 
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man jtetö au8 im @#cmc berfelben neue DifferentiatgleW 
djungen herleiten, welche nur eine einjige biefer Seränber== 
\\i)tn nebji ber unabhängigen 58eränberli(^en v enthalten. 
!Die Sntegration ber gegebenen ©leit^ungen, b. f). bie Sfuf^ 
fu^ung ber attgemeinen ^uSbrütfe öon x, y, z, it. aU 
Functionen ber unabhängigen SJeränfc erliefen wirb alfo ba^ 
mit auf bcn gatt einer ein jigen ©ijferentialgleit^ung jttiifc^en 
jmei aSeränberli^cn jurütfgeffl^rt. 

Um bie§ nac^juroeifeu , feien junäj^ji nur jwei ®Ieis= 
d^ungen jtüifc^en ben beiben SSeränberlici^en x, y unb i^ren 
S)i|ferenti<i[t)er^ältnijfen in ©ejug auf v gegeben. ®8 fei 
m bie Drbnung ber erffen ®Ieid)ung in SSejug auf y, unb 
n bie Drbnung ber jtüeiten ®Iei(^ung in ©ejug auf biefelbe 
SSeränberlic^e. 3)ifferentiirt man « mal bie erfle ©leit^ung, 
unb m mal bie jmeite, fo erhält man mit ®infd}Iuß ber ge:* 
gebenen ©leit^ungen, m + n + 2 ©feit^ungen, au8 benen 
man bie SBeränbevIidje y unb i^re !J)ifferentiaIt?er^ärtniffe 

^, ^f, j^, K. bis jur Drbnung m~\- n eliminiren fann. 

(gS bleibt fobann eine ©leit^ung übrig, totli^t nur nodb 
bie SSeränberlid^e x unb i^re ^iffcrcntialtJerbältnijfe in 
SSejug auf o enthält Sfuf biefelbe SPBeife gelangt man ju 
einer ©leid^ung für y, 

35iefea SSerfa^ren läßt fid^ leicht auf ben gaff au8= 
be^nen, n?o bie Sfuja^l ber SSeränberlid^en imb ber gege* 
benen ©leic^ungen beträchtlicher ifl. ?fud) erfennt man 
tei^t, baß, mcnn bie gegebenen 35ifferentialgleicf)ungen linear 
jinb, bie angezeigte (Elimination gleiti^fattö jU einer linearen 
©nbgleic^ung führen »irb. 

§• 455. 2Jlan fann in einigen Säffen, inöbefonbere 
wenn bie gleici^jeitigcn S)ifferentialgleid^ungen linear ftnb 
unb conf^ante Soefficienten befifeen, unmittelbar ju primi^ 
ttDen ,®lei(^ungen gelangen, au8 benen fi^ bie affgemeinen 



SBert^e ber SBerfiubernc^fn herleiten laffen. gö feim ju^ 
nä^fl jtoei ®[eid}ungen ber erflen Drbming gegeben; btxtn 
aDgrtneine 9orm i{} 

!Dur(i^ eine feierte Elimination fann man biefetben auf bie 
einfai^ere gorm bringen 

hierin [mb S, T, ü, S', r, V im allgemeinen al8?funcs 
tionen üon v anjufe^en. 3)ie ©c^roierigfeit befielt nun 
barin, ia^ ble beiben fBeränbetli^en x unb y Jttgleid^ in 
beiben vorgelegten ®[eic^ungen Dorfommen, unb mitl)iu 
handelt es fic^ barum, j}att biefer beiben ©leic^ungen jmei 
anbere ^rrjuflellen , K)on benen }ebe nur eine einjige SBer« 
änberlic^e nebjl ber unabhängigen SBeränberlic^en v entljält. 
Um ba^in ju gelangen , multivficire man bie jweite Olei« 
(^ung mit einem Factor *, ber eine unbejlimmte Function 
t)on V Gebeutet, unb abbire Pe ju ber erfleren, woburti^ 
man erhält 

Serner fefce man a? + *y=tt, wo u eine neue SBeränberi 
lit^e bebeutet, ©obann n?irb 

- dx . ,dy du d^ 

* ' rfu ' do dv dv ^' 

unb burc^ ©ubflitution biefer SEBert^e in bie oorige ©lei« 
d^ung K)ern}anbeft {tc^ biefe(be in 
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93eflimmt man nun bie gunctien * \o, baß jle btx ®Ici:= 
c^ung ©entige leiflet 

g+(S + 5'*)*-(T-f r<^) = 0, (2) 

fo bleibt nur nvi) bic Ofeidjung ju integriren 

^4.(5 + s'*)ti=ir+r*. (3) 

Tu ®Ieid}ung (2) enthält nur bie Sßeränberru^cn * unb v. 
^a\m man einen 9öertl} t)on * flnben, tüelc^cr blefer ©lei^ 
(^ung ®enüge Iciftet, fo fubjlituirt man benfelben in bie 
®Ieic^ung (3), bie alebann nur noc^ bie SBeranbcrfit^en 
u unb V enthalten mirb unb mitbin nat^ 83orfc^rift ber 
§§. 438 lt. bc^anbelt werben fann. 

- §. 456. SBenn bie Soefficienten S, T, S\ T ber 
®Iei«^ungen (1) con^ant ftnb, fo fann man ber ©leidjung 
(2) baburt^ ®enüge teijlen, 6aß man für 4> eine conflantc 

3a^I annimmt, woburt^ äT ~ ^ ^^^^' ®^^ SBert^ biefer 

3a^I tt)irb burc^ bie ©leic^ung be3.jn?eiten ®rabed gegeben 
{S -f S'#)* - (r+ r *) = 0. (4) 

SBenbet man fobann auf bie ®leic^ung (3) bie ajlet^obe beö 
§. 386 an, fo erhält man al8 Sntegral biefer '@Iei(^ung 
u = «-(«+^'*>*'[C + / dl? . (r+ [/'*) ^(»+«'*>], (5) 
n?o C bie njiHftirlithe gonjiante bebeutet. 3n biefem 9fu6s 
t)rude ^at man für ^ b\z beiben SBert^e ju fe^en, meiere 
ber ®teid^ung (4) genügen \ unb tvenn man biefelben mit 
*, unb *a bejeidjnct, unb für u feinen 2fu8brudf burc^ x 
unb y jurüdffefet , fo ^at man bic beiben primitiven ®Iei=j 
(i^ungen 

ar+*, y = e-(^+«'*> fCJ^ 4-/^1? . (t/+ 1;^'*,) ^(«+5'*i>] 



aus betten tttatt b'it STudbrUde btx 6etbett S3eräit5er(i4ett x 
nnb y al8 ^tttctionen üon v [;erleitett fdtttt. 

§. 457. SBJettti bie SBurjelii ber ®retd^littg (4) ima:* 

flitiÄr finb uttb mit a^hß^-^l bejci^ttet lüerben, fo faiin 
matt ba^ Smaflinäre üermcibeit, luettti matt bie Sorbenitig 
faHett lä^t; bc[^ 4» uttabfjötigig Dort » feilt foH. ®8 n?irb 
ttämlic^ in biefem Satte bie ©leic^ung (2), ber bie ©röße 
4> ®enügc leiften mu^, bie ?5orm anneljmen 

ober bnrc^ Trennung ber SSeränberfit^en 

®aö Sntegral bicfer ©fei^iuiij ifi 

-p arctang -^ = c — S'v, 

WO c eine iriltfürlic^e Sonjlante bejeic^netj unb barauS 
roirb 

* == a + ß lang ß fc — S' r). 

®ibt tnnn mm ber Sonflante c irgenb jirei befonbere 

SBert^e, j. ©. ßc =« tiab ßc « ^ , fo erijält mnn bie 

beiben SBcrtfje 

4» = a — ß lang ßSu , * = a + ß cot ßS'p, 
beren ©nbflitution in bie ®Iei(]^ung (3) jrrei ®leic^ungen 
^crüorge^en läpt, meiere gleic^fattö nai^ ber SJlet^obe beS 
§. 386 integrirt »erben fbnneu unb tüie Dor^in jur 83e- 
flimmüng Don x unb y als Snnctionen Don t? führen, 

SBenn bie fceiben SEBurjeln ber ®Iei(^ung (4) einanber 

gleich jinb nnb mit q bejeid^net tüerben, (in »eitlem «Saüe 

bie 9WetI)obe beö Dorigeti Paragraphen nur eine einjige 

- ®leid)ung jtir 93efKmmung Don x itnb y liefern tollrbe) 

fo fann man bie ®(ei(i^ung (2) auf bie 9orm bringen 
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üfcer bntd) Trennung 5cr SJeränberlit^cn 



3)a8 Snteflral bcrfelbcn ifl 



-f. s'A? = 0. 



== c 4" s'^f 



4» — Q 

wo c eine tüillfürlici^e Sonflante bejeic^netj unÖ baraud 
^at man 

®ibt man 5er (Sonflante c irgenb jrrei befonbere SBert^e, 
j. 83. c = oo unb c = 0, fo erhält man 

meiere bciben SBcrt^e a^ie oben in bie Oleic^nng \3) jn 
fnbflitniren finb. 

§. 458. ajlan ne^me jefct an, e8 feien brei 3)ifferen== 
tialgleic^unijen ber erften Drbnung /jttnfdben bzn S5eränber:= 
liefen X, y, z unb ber unab^ftngiflen SSeränberüc^en v fle== 
Qtbm, bie man ftt^ mie im §. 455 immer auf bie ?form 
gebracht benfen fann 



dv 
dv 



-f S'x + T'y + U'z = V 



SJlultiplicirt man refp. bie jweite unb bie britte ©leic^nng 
mit ben un6e|Hmmten Sactoren * unb ^ , unb abbirt fie 
ju ber erflen ©leic^ung, fo erhält man 



@e|t man fobann j? + *y + Wä »= i#, mo u eine neue 
aSetänberlic^e bebeutet, fo mirb 

o; SS t« — *y — Wz 
'^ I ji. ^'y I w äz du rf* rfY 

1_ 4p -f. _1_ 1|' — . s^ — ,^_ — M — . — j5 

dp ' dt; • d«? dv dv ^ dv ' 

unb burd) ©ubjiitiition biefer SBJert^e in bie Dorige ®Iei=5 
c^ung Dermanbclt fu^ biefelbe in 

SSÖenn man nun bie ^Junctionen 4> nnb W fo beflimmt, baj 
fie ben beibcn ©leid^uuflen Ocnüac leiften 

^ -I- (s 4, s'ifr ^ s"m)^ _ (i7 -f r* + iT'w) = o, 

fo bleibt nur no* bie ©leicbunö jtoifc^cn ben beiben S5er== 
änberiicf)en u unb v ju integriren 

35ie flegebenen Oleit^ungen roerben affo auffleißft fein, n^enn 
man SBert^e üon 4> unb W finben fonn, meiere jenen beiben 
©leidjungen entfpreci^en. 

§. 459. glimmt man an irie im §. 456, ba^ *bie 
(Soefficienten S, T, U, S\ T, Ü, S", t\ U" auf ben fin:: 
fen (Seiten ber gegebenen ©leic^nngen conflante 3a^len 
jinb, fo fanrt man für * unb W gleid^faffö confiante aSrrtlje 
annehmen, meiere burd^ bie ©leitjjungen bejKmmt werben 



(s + s'* 4- s"V^ - (tr + tr* + tr'w) = 0, 

imb ba bic ©nbgieii^unflen, meiere bir SBertl^e Don * imb 
U^ geben, ben brittm ®vab erreictien, fo et^It man brei 
©t;f}eme t)on Söert^en, bie refp. mit *i unb ^i, *j; nnb 
^2/ **s unb ^3 bejtid^net derben mögen. 

S)as Sntegräl ber Ofeid^mtg iiüifci^en u unb v wirb 

folglich i)at man bie brei primitit?en ®Iei(!^ungen 

njeld)e bie flBertl;e Don a?, y, ä al8 Functionen Don t? fee^ 
jlimmen. 

©iefel&e SJlet^obe läßt fi(^ auf bie gäffe anmcnben, 
mo man eine größere 9fnja^I Don SSeränberfic^en unb Don 
3)tferentia(gleic^ungen ^at, unb man übertte^t (eid^t, ba^ 
biefe ©leic^ungen immer integrirt tt?erben fönnen, fo lange 
bie Eoefpcienten auf i^rer linfen Seite conjlant ftnb. 

§. 460. 83id ^ie^er n^urbe bie SBorauSfefeung gemacht, 
ba^ bie gegebenen !Differentiafgleit^ungen Don ber erflen 
Orbnung feien. 98enn bie ®fei(^ungen Don ber jttJeiten 
Drbnung ober Don ^ö^eren Crbnungen pnb, fo fann man 
biefen gall immer auf folgenbe SBeife auf ben Dorigen 
jurüdffü^ren. 

gö feien j. 83. bie beiben Dtfferentialgleii^ungen ber 
jroeiten Drbnung gegeben 

S + ^'g+i^l + tr. + iT.^r. 



dx dv 

brrli^e bejeii^nm^ \obann ^at man bie ©(eir^ungen itx 
erjJen Drfcnung 

g + ^ ^. Uy + Gp + »y = £ 
g+^V + ir^ + Cx + Dy^ir 

jiülfc^cn fcen oicr S5cran5erfiri^en s, y, p, 9 unb ber ufin6» 
bängi(;en aSetänberlic^en v. Dirfe (gleid^nngen föntien nat^ 
btt oWflen aWctl^obe bc^anbelt »erben, unb fahren (lifo ju 
ben gefut^ten 9fu8brttdPen für x imb y. 



XXXV. 3ntf0¥atioii bcr ;Difffretittal0lf ii^utififti hnx^ ^t\%tn. 



§. 461. SBenn eö nid^t rnößlid^ ift, bur^ Me bcfanns» 
ten SDlet^oben einen Sfuöbrncf berjeniöen gunftion, weli^ 
burt^ eine 3>iffetentialfllei^unfl gegeben wirb, in enblit^er 
Somt JU erhalten, fo fann man biefen Sfuebrucf in ber 
?form einer unenbKt^en Steige barjuflellett fu(^en. @o lange 
biefe Steige contjergirt, eignet fid^ biefer ?fu8bru(f eben fo 
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gut wie jefcer anbcre jur Serctj^miuß ttx nuiiierift^eti SBert^c 
5er flcfut^ten ?5unrtion. 

S)ie Function y fei bnrd? bie Differentlalgleld^ung 
flcgebm 



Z"^^/ y 






bie ©nttüidfelunfl bicfer punctum in eine Steige fann man 
foDann im aDgemeinen auf bem aSBcge erhalten, »elc^er 
im §. 427 angejeiöt toorben ifi. SEBcnn man nämlic^ biefe 

(Sleit^ung für aufTöft, fo liefert jle bie SBert^e biefeS 

JDifferentiarDer^ältniJTeö unb ber ^ifferentialüer^ältnijfe afler 
^ö^eren Drbnungcn, ireft^e bem SSBertf^e j? == entfpret^enj 
unb fubpihiict man biefe SGBert^e in bcn allgemeinen ^fue* 
brucf 

y — ^^ + dx ^ + cto2 2^ + rfj;» 5:3 + ^^-^ 

fo erhält man bie oerlangte ©ntmitfelung ber Sunction y, 
in metc^er bie n miCifärKc^eu Soefftcienten ße^eii bleiben 

3n bm befonberen SäHen, mo bie STnna^me x = bie 

SGBertße Don ^ unb ben ^ö^eren !DifferentiaIoer[)äItnijfen 

unenblit^ groß werben lä^t, fann man oon einem beliebigen 
anberen Söert^e x = a auSgefjen, ber biefen ®rfofg nit^t 
^erbeip^tirt. ajlon tuirb fobann nat^ ber Sa^Ior'ft^en JRei^e 
fefcen 

, = ,. + &„-., + ^fc«! + ^!^^+„., 

mo mit y«, ^, ^, 2c. bie befonberen SBerttje bejeidjnet 
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jinb, lüelc^e y, -^t-^f «• annehmen, tücim man barin 
für X bcn 58Bert^ a fe^t. 3n tiefen Sfii65ru(f IjCiX man 

alfo iefct bie Söert^e Dun-^, ^, ^, 2C. }it fub. 

Pituiren, rrelt^e jid) au8 ber Dorgeregten ©ifferentialfllei^ung 
ergeben. 

§. 462. SJlan gelangt ^äiiflg einfad^er jum 3iele, 
loenn man jlatt beS angejeigten SSerfa^renö bie SJlet^obe 
ber unbefKmmten Soefjirienten anirenbet. ®0 fei j. 83, bie 
@[ei(^ung ber jmeiten JOrbnung gegeben 

Um biefer @Icid;ung ©enflge ju leiften, fe^e man 

tüo Afif Ai, Ä2, u. unbefHmmte conflante ßoefficiewten be» 
benten unb a gfeicbfaüS ein unbeffimmter gjrponent ifl. 
©ubjlituirt man biefen Sfu8brntf für y in bie gegebene 
©Icic^ung, fo fommt 

0=i4aa(a— 1 ) J?"-*+^(a4-l )aar"- *-j-^ (a+2) (a+ 1 ) a?« 



+ ^(a+3)(a+2) 



a?«+'+^(o + 4)(a + 3)ar«+*-}-K. 

+ ^. 

a^elc^er ©feitfinng babnri!^ ®enüge geft^e^en mnß, baj^ man 
bie (Soefficientcn ber einjelnen ^otenjen üon a? }u Slutt 
merben läft. Xie beiben erften ©lieber tt?erben \)tx\ä)win^ 
ben, tt?enn man a = annimmt, irobei bie Gonflanten Äo 
unb Ai unbefltmmt bleiben. 5)a8 britte ©fieb üerf(^tt?inbet; 
roenn tnan -ia = fefet. 3)ie folgenbcn ©lieber aber lit^ 
fern, bamit fte gleic^faffö Derfc^minben , jur SSefHmmung 
ber ßonflanten A^, A4, A^,, n. bie SBejic^ungen * 

^Q»itx, ^i^.i unb 3ntedralr. 11. Q3anb. 8 
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J, . 3 . 2 = — il», woraus A3 = — 



At . 4 .,3 = 

ii» . 5 : 4 = 

i4, . 6 , 5 = 

il, . 7 . 6 = 

il. . 8 , 7 « 



A, 

At 
A, 

A, 
As 
vi. 



iljQ»lU,«l— — ill 



As-. 

A,: 





2.3 








— 


3.4 











>«, 








2. 


> 3 . 5 • 


6 






A, 


7 


- 




3. 


4.6. 



















^Q 








2.3 


.5.6 


.8. 


9 






^1 







3.4.6.7.9.10 



Jt. Jt. 

. ^ie 9lei^, h»{(^t bni gefugten tfuSbtud fftr y ^atf}tEt', 
in alfo 

*~ •V 2 . 3 "T 2T3T576 ~" rTTöTeTIT? "•" ^ V 

+ ^, (^a? - j-j + 3.4,6.7 — 3.4 6,7.9.10 + «.^, 

tDariti {{nb A, unb ili bie beiben toiafflrlic^cn (Sonflanttn. 
§. 463. 9Bcnn bie ®Iei(^img gegebtn ifl 

fo fa^ auf biefrlbe SEBeift bie @u6{Htutton be8 Vuebmctd 
ju ber !8ebingung9g(ei(!^ung 



+.4,(a+3)(o-|-2) o; 



««-•4-.4,(o+2)(a+l) 

+V*. 



X' 
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^ier fattn man ta§ erfle ®Iirb jum $Berf(bn7inben bringen, 
wenn man a = ober a = 1 fefetj aber bie erfle Annahme 
ip unjuläfftfl; ttjeii; alebann ba^ jweite (Slieb nur babnr^ 
üerfd^minben fi^nnte, ba^ man iio =0 fefcte. Stimmt man 
nffo a = 1 , fü »erben bie fotgenben ßoefpcienten burt^ 
bie ©(eic^nngen befhmmt 



A,% ^ o * c — — Ai 
ila . 4 . 3 — - il, 
il4.5.4 — -Aa 

2t. 




1 - ^ 




2C. 



golgli^ gefd^if^t ber gegebenen ^ifferentiafgleiAnng ®enflge 
bnrt^ ben SBertf; 

* ~ ^ V^ "" 172 + 1,2*.3 "" 1.2».3»,4 + 1.2».3M».5 ^^V* 

3)a inbeJTen biefer Sfuebrud nur eine einzige n^iQfürlic^e 
Gonflante enthält, fo liefert er jtt>ar eine nnenblic^e SJlenge 
t)on befonberen SBert^en ber Function y, aber er i^l nit^t 
boi% allgemeine integral ber gegebenen ®(eicbnng. SRan 
erfennt übrigens Ceit^t, fcaf biefer ©leit^nng nic^t burd) 
eine Steige ®enilge geleitet werben fann/ »efc^e na<i) (x^i^ 
flelgenben ^otenjen Don x georbnet ifi. 

§. 464. ®e fei no(^ bie ©lei^ung ber jweitcn Drb« 
nung gegeben 

@r|t mon tcie oben 

8* 
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Mitb. fiibjlitniTt biefcn 9(u8brutf in bie QtQtitm ®fcid)nnfl, 
fo fommt 



0^^t.«(a- l)[ar«-'+^, (a+l )a 



iF*-*+i4a(a+2)fa+l)ar« 
+^fa^-2) 



+J,(a-h3)(e+2) 



ar"+*+i44(a+.4)(a4-3) 



.«-f« 



-f-K* 



+^ 

aWan fann nun 6aö erfle ®fiA baburcft Dctfcferoinben raffen, 
baf man a = fefet , mobci ^4© unbefKmmt bleibt j aber 
aisbann i?ftf(^minbct ba9 jweitc ®Iieb nic^t, »enn man 
nic^t ^ = fefet. ©behfo fann man boS jwcite ®Iicb 
baburd? i^crfc^minben laffen, ba^ man a = — 1 fefet, wo^ 
bei brr ßoefpcient Ai unbejKmmt bleibt j aber alöbann t>tx^ 
fifyminbct ba^ erfle ®Iieb nic^t , koenn man nicbt Ao = 
fe^t. asiribt man bei ber erpen biefer beiben Sfnna^men 
flehen, namlic^ a = 0, fo erhält man jur aSeflimmunfl ber 
goeffirieuten Ä^, A^, A, it. fofgenbe ffiejie^ungen 



jIj . 2 . (1 + O = ^ ^o> woraus ilj = — 
^ . 3 . (2 + 1) = - ^ 

i44 . 4 . (3 -f 1) = — ^j 

^ . 5 . (4 + 1) = — i43 

il» . 6 . (5 + 1) = - i44 



!!5> 
2* 



A,=0 



^4 = 



2». 4» 



^ = ~ 



^ 



2>.4«.62 



2C. 2C. 

®er geflebenen ©leid^ung feif^et alfo bie JRei^e ©enttge 

^ ~ ® \, 2> «" .2«T4a "" 22 . 4» , 6» "*" ^ V' 

8Ba8 bie Sfnna^me a = — 1 betrip, fo ift leiii^t ju erfen^ 
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neu, baß fie ju ber uämlic^cn JRei^e ßcfü^rt [jaDcu wür5f. 
SJlaii erhält übrigena axii) ^icr nur eine Sorintr, totli^t 
befonbcre Sittefltnle ber gegebenen ®Itic^nng ju fiefern im 
@tnnbc ifl, aber nid)t baa aHgeracine Sntegral biefer 
®[eic^ung. 

§. 465. SBenn bic SubfHtution einer nat^ {tei^enben 
^otenjen ber S3eränbern(^en a; georbneten 9lei6e in bie fle=^ 
gebene S^ifferentiafgleidjnng nur einen befonberen SBertlj 
liefert, fo beruhet biea im allgemeinen barin, baj^ baa tJoH^ 
fiänbige Sntrgral ©lieber ent^a(ten muß, in btmn ber 
ßogarit^mna ber SSeränberlidjen üorfommt So f)at mau 
|. 85. für bie t?origc ©leidjung 

ttw befüuberen SBevtt) 

SffiiH man baraua baa t?cllfl5nbige Sntegral ertjalten, fo 
fefee man gemäf bemjenigen, maa in btw §§. 442 nnb 
443 gefagt werben ifi, g = AY, wo A eine Sunctiou Don 
a?. bebeuUt 9San erholt fobann 

rfy jt ^^ \_ ^^ Y 

dx dx "^ dx 

dx^ dx^"^ dx dx'^ dx^ ' 

unb wenn man bie^ SBert^e in bie gegebene ©leit^nng 
fubflituirt, unb bie mit bem Factor A behafteten ©Heber, 
bereu Summe Sluff ifl, wegläßt, fo bleibt jur JBepimmung 
Don A bie ©(eic^ung 

■dx^ '^Kjdx'^ xj «te "^ "' 
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ober tüenn man ^ = t fe^t, 

roorauö t = -yj, folglit^ ^l = a + 6 /^y^ , inbcin a imb 

h ^ei miUfttrlicf^e Sonflanten bebeuten. 

Snaii ^at alfo fUr baa Dodflänbige äutegral ben 9fud^ 
5ru(f 

«Run ijJ 

WO a, ß, K. leitet ju bejHmmcnbe mnncrifc^c ßoeffirienten 
ftnb. ajlitfiin wirb enblic^ ber ?fu8bru(f für \i(i^ Doff^^ 
fiäabige antegral ber gegebenen ©leic^ung 



XXXVI. ^iffercntialgletil^itiigeii bff ctfim CrMittttg itoiff^eti 

bfd SBetöttberltd^ett. 



§. 466. @d fei bie !3)iferenti(ile[ei(^ung gegeben 

Fite 4- Qdy + IWä = 0, 

in weldjer P, 0, Ä beliebige Functionen ber brei 95erSnber* 

(id^en x, y, z bebenten. äßenn biefe ©leic^ung bnd unmit^ 

telbare Slefultat ber 35ifferentiiition einer primitiven ©lei- 



djung F(x, y, ä) = i\t, fo flcnttijt i^re finfe (Seite ben 
Stttegrabilitäte-Sebiniiuiiflen 5er Differentialfunctiotien ber 
erflen Drbnung oon brei ä^erilnberUc^en, üitb man fdim i(}r 
Sutefltfll nac^ ben Borfc^riften bc8 §. 370 finben; tvefc^es 
fobanii r\r>ä) bmi} eine aMOfürlic^e (Sonflante oert^eflflän^ 
bigt nperben nutf. 

9Qenn bagegen bie gegebene ®leic^ung btttt^ bie &'\^ 
mination einer (Sonf^ante an§ ber primitiven ®Ieid;nng 
F{iv, y, z) = iiiib brr nnmittelbar bavaM ^etDorgegdn:» 
genen S^ifferentialglei^nng entflnnben ift, ober wenn man 
nac^ ber Differentiation einen Sactor nnterbrürft ^at, ber 
allen ®(iebern n^nieirtfc^aftlic^ war, fo genügt jle im attge« 
meinen nic^t me^r ben ^ebingungen ber SntegrabilitAt Xa 
jebod^ in biefen Säden bie @[etd^ung and einer gegebenen 
9le[atipn jwift^fn bm brei SBerAnberlic^m s, y, z ^ergelei«» 
M morben ift, oon benen man jtoei, }. 93. x tiitb y, wie 
nnab^ängige nnb bie britte z wie bie Function berfclbett 
anfeben fann, fo folgt, bn^ ber SBert^ von dt^ we(d)en bie 
obige ©leic^ung gibt, nänüid; 

ber aOgemeinen 93ebingung fflr btw 9f ndbrncF bed 3)iffe:reji' 
tial9 einer Srunction t>on {Wei unabt^Angigen tßeränberlid^en 
@5enäge leiflen mup. ^a\\ mn| a(fo ^aben 

ober wenn man andfär^rt, nnb babei beachtet, ba^ noc^ z 
in ben f'fitnetioncn P, Q, R enthalten x% 

D 



\dy ' dz dyj V ^^ ^^ ^ 



~ V<^ ' dz'dij ^\da'^ di drj' 
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mit) wenn man hierin für — mb j i^rc 9Bertt;e — -^ 
«nb - ^ fefet, 

35icfc ®Uid)\m^) biüdt atfo biejcnige SBebingung auS, tüclc^c 
not[)tt)enbig erfüllt merben map, bamit man in ber QeQtbt^ 
nen 35ifferential9lei(fcnng jmei beliebige SSeränbertic^e al8 
«nab[)äiigige unb bie britte aU eine gunction berfefben ai\s 
fe^en fiinn. 9f[9 geometrifc^eö ffiilb ber in JRebe jiebcnben 
®leid)nng fonn man fobann eine Släc^e im 9lanm bt^ 
trachten. 

§. 467. SBenn ber fo eben naij^gemlefenen ffiebin» 
flungögfeici^ung ©enüge gefc^ie^t, fo ^ilngt bie Sntegration 
ber gegebenen 3)ifferentialgleic^nng nur nd^.tjon ber 3ntes 
gration einer *3)ifferentialgleid;ting jmifc^en jmei a3eränber= 
li^en ab, SSetradjtet man nfimlid) bie 83criinberli(^e z loic 
conftant, nnb fefet alfo dz = 0, fo rebncirt fi^ bie gege* 
bene ®Ieid}nng anf 

Pdx + Qdy = 0, 

nnb gebort ii^ biefer gorm einer ©(i^nittrinie an, njefc^e in 
ber giftete burc^ eine mit ber ©bene xy paraMe (gbene jit 
©taube fommt; inbem ber coiiflante SBert^, ben man ber 
Soorbinate z in ben Snnctionen P unb Q beigelegt I)at, 
ben Sfbpanb ber f^neibenben Sbene üon ber 6bene xy bz^^ 
Itxi^mt $at man ba^ Sntegral biefer ©leic^ung gefnnben, 
fo mu^ man bie Sonjtante, meldje baöfelbe nerüofffiänbigt, 
wie eine Function t)on z anfef)en. SWan fann alfo biefea 
Sntegral auöbrücfen burd^ 

(p(^, y, z) = Z, 
WO Z eine ?function oon z allein bebeutet. S)ifferentiirt 
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man tiefe (e^te ®lei(^iinQ, inbem man x, y, z al6 orrSn^ 
i>txl\i^ betrautet, fo fommt 

dx ' dy ^ ~ dz 

unb ba ^ier bie re^te Seite eine Function Don z allein ifl, 
fo mnß tasfelbe au^ Don ber linfen Seite gelten. SBenu 
man alfo au8 ben beiben Dorflel;enben Oleic^ungen eine ber 
beiben SJeränberlic^en x^ y elimlnirt, fo mn| bie anbere Don 
felbfl rüegfnllen, fo bnf nur eine X)ijferentialgleic^ung jiris^ 
fc^en z unb Z übrig bleibt. ®iefe ©leid^ung gibt integrirt 
bm Sruöbrntf Don Z burc^ z, nebft einer tridfürlit^cn (Son- 
ftante, unb bie ©ubjlitntion beSfelbcn für Z in bie ©lei^ 
ä)\\nQ (fix, y, z) = Z liefert ba^ gefüllte SntegraL 

§. 408. gö fei j. 95. bie a)ijferentinfgleic^nng gegeben 

('ixz+z^) dx^2yz dy-^'l (^'+y'+6) dz ^ 0, 

n?efd)e ber 85ebingunfl8glei(^ung beö §. 466 ©enftne feijlet. 
SSetrac^tet man z trie coiijlant, fo rebiicirt ftd) biefetbe auf 

(2a?+z*) dx-\-2y dy = 0, 

unb ba^ Sntegral bicfer ©leic^ung, in welchem bie SSeräus 
berlic^en fi^on getrennt fmb, mirb 

^' + y' + /PÄ* sss z, 
wo Z bie »illfürlic^e ßonftante ifl, bie ^ier wie eine gunc=5 
tion Don z angefe^en werben muf . Um biefe Function ju 
befUmmeU; betrad^tet man je^t aut^ z al8 DerÄnbetfit^ unb 
bifferentiirt bie gefnnbene ©leicbung, woburc^ man erl^ält 

{2x-{-z^) dx-\'2y rfy+2a?Ä dz = dZ 
ober mit atüdfid^t auf bie gegebene ©leic^ung 

2?^±y!±^dz + 2xzdz=dZ, 

©efct man in biefer ©leidjung für y feinen SBertI} auö ber 
©lei^ung x^-^ y^-^- xz^=Z, fo wirb auc^ x wegfallen, 
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imb man erhält blo^ 



2^±^dz=dZ, obtx^ = 



dZ 



tvoüon bcL^ Sntcflral Ijl 

inbcm a bie tüiafürlidje gonpantc bcbcuttt. 2Jtit $filfe bc9 
SEBcrtljfö öon Z, ber au8 biefcr ©Iric^ung ^crüorgc^t, ergibt 
ftc^ nun cnblidj für ia^ gcfuc^te Sntcgral ber 9fu8bru(f 

^* + y* + (^ — ^) Ä* + * = 0. 

§. 469. SBcnn bic gegebene 3)iferentia[gleic^ung 

Pete 4- Qdy -f Ädj5 = 

ber 93ebingunggg[ei(^nng be9 §. 466 ni(^t ©enüge (eifttt^ 
tüenn eö affo nic^t möglich ip; in i^r jtt>ei Don ben S3er= 
(inberlic^en a(d unabhängige unb bie britte als eine Sunc^ 
tion biefcr beiben anjufe^en, fo fann man biefer Ofeit^ung 
nur baburc^ eine anal^tifd^e ffiebeutung beilegen, ba^ man 
annimmt, ba^ jirei üon ben SBeränberlic^en burc^ eine jn?ar 
unbetannte, aber bennuc^ üor^anbene Slelation mit einanbec 
üerbunben jinb. 9Jlan mu^ alfo j. 83. bie SBorauSfefenng 
machen, ba^ jmift^en x un6 y eine ©leic^un^i üon ber gorm 
(p(a?,y) =0 befielt, Dermbge beren fobann bie gegebene ®[ei:= 
d^ung {td^ auf eine ®(ei^ung jmifcben nur jtoei SBerctn:« 
berßd^en rebucirt, unb mithin nac^ ber SBeflimmung ber 
Function q> integrirt tuerben tann. ^I& geometrifc^ed 93i(b 
ber gegebenen ©leid^ung fann in biefem "SoXk ni^t me^r 
eine f^dic^e im 9laume angefe^eu n^erben^ oielme^r {lefft 
bie t^unction z bie Orbinate üon unjä^Iig Dielen (SurDen 
bar, h)eld)e man einjeln erhält, natftbem man roidfürlid) 
in ber 6bene xy bie ^rojectionen biefer Sunden, benen 
bie ©feic^ung (p(a?, y) = jugetjört, üorgejeic^net bat. 
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§. 470. SBenn jttci unabhängige SSeränbetli^e x unb 
y nebjl einer britten aSerftnberlid^en z vorliegen, rcefi^e mie 
eine Function ber beiben erfleren angefe^en toixb, fo itbtn^ 

ten ^unb^- bie partiellen Differentialücrljältniffe ber Sunt» 

tion z, refp. tnS3e)ug auf üp unb auf y genommen v ^* ^* 
bie 3nnat}me Don z, welche ber annähme dx t)on a? ents^ 

fprid^t, beträgt ^itej unb bie 3una^me üon z, wel^e 

ber 3nna^me dy oon y entfpric^t, beträgt j- dy. Unter 

einer ®lei(^ung mit partiellen Differentialen, ober fürjer, 
einer partiellen Differentialglei^ung üon ber er^» 
Pen Drbnung unb jrDift^en ben SJeränbertic^en x, y, z oer« 
jie^t man überhaupt eine {Relation jnJiftften ben ®röfen 

^f9f^f dx'Ai' "^^^ ^^" '*^'^'^ bemnad) eine fofd^e attges: 
mein barfieOen burc^ 



^G'^'^I'D^«- 



6s ^anbelt fic^ nun barum, bie S3ebeutung einer folc^en 
®(eic^ung audjumittetU; unb ju unterfuti^en, n^ie bie primi:* 
tiDe ®(eic^ung befc^affen fein fönne, ber fie eittfprec^en mu^. 
SJlan fann bie^ unabhängigen SBerän berücken x unb y 
wie jrcei horizontale redjtminflige Sfbfcijfen imb bieSBerän« 
berlid^e z wie eine oertifale Drbinate anfefjen. SSBenn man 
alfo z wie eine Function oon x unb y betrachtet, fo ifi baS 
geometrifc^e 93Ub einer 9te(ation jmifd^en biefen brei SBerr^ 
änbertic^en eine Slä(i^e im Staume. ©eflü^t hierauf Faun 
man nun Derfuc^en, bie in ber obigen ©leic^ung enthaltene 
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glätte ju conjlnnren. Da bicfc Oleic^unfl beu SBertt} einer 

jeben ber ©rO^cu a?, y, ^' ^ 7" fi^f^^t, [obalb bie Dier an* 

beren befiinnt jinb, fo läßt fic^ biefe Konjlruction auf fot 
geiibe SSJeife Dorne^men. 

3n ber ©bene xz jeit^ne man eine beliebifle Suroe, 
n?elc^e rote bie SDurd^fc^nittelinie ber gefuc^ten Stalle mit 
biefer (^bene angefefjcn werben foH. Sftr jeben ^unft biefer 

dz 

6urt?e fennt mau a?, y (beffen SBert^ Sluff ip), z unb ^^ 

bie gegebene ®Iei(^ung liefert alfo vj unb bamit ijl bie 

berü^renbe (Sbeue ber gefugten gläc^e, i^rer Sage nat^, 
in ber ganjen Sfuöbe^nung ber in 9tebe fleljenben (Suri?e 
feflgefleOit. SBenn man jxc^ nun eine' 6bene paraflel ju 
ber (gbene xz unb in einem fe^r fleinen ?fbjlanbe Ay Don 
berfelben gelegt benft, fo fennt man bie 3)iirdjfci^nitt8liHie 
ber tJläcbe mit biefer Sbene mit einer beflo grüneren. ®e* 
nauigfeit, je Heiner Ay angenommen Sorben ip. X)iefer 
35urc^fc^nittalinie fann man jtdj wieber bebienen, um auf 
biefelbe SBeife eine neue X)urcbfd)nitt8(inie mit einer jmeiteu 
(Sbene ju confiruiren, bie in bem Sfbftanbe Ay üon ber 
erfleren gefegt wirb 5 unb fo fort. Sfuf biefe SCBeife ift im 
allgemeinen bie Statine in itjrer ganjen 9fu§bel)nunfl burc^ 
bie gegebene CDifferentialgleit^ung benimmt, fobalb man bie 
SDurc^fc^nittSlinie biefer gläcfce mit irgenb einer mit ber 
ebene xz parallefen ©bene mittfürfic^ angenommen ^at g0 
ifi übrigens fogleic^ flar, bcx^ baSfetbe eintreten würbe, 
wenn man bie ^urt^ft^nittsfinie ber ?5fä(f|e mit einer mit ber 
6bene yz parallelen gbcnc wiHfürlici^ annehmen woBte. 

§ierau§ erfennt man, ba^ bie gegebene DifferentiaU 
gleicbung einer unenbüc^ großen 9Jlenge oerft^iebener Wä^ 
A)t\\ ange[>ört, wefdje fämmtlid; eine bnrt^ biefe ©feidjnng 
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fliiSgefpto^cnc flemcinfamc ©gcnfc^aft bcfl^en. J)ie ©epiilt 
einer {eben "Sl&djt ^ängt oon berjentgen ber rviDfürücIjeu 
6uri>e ai, burc^ tvel^e man )et|e f)at bnxijQtfftn laufen. 
SBill man, ba^ ba^ integral bet gegebenen ©ieid^nng eine 
eben fo audgebe^nte S3ebeuhtng ^abe rote biefe @(ei(^nng 
fe(bf}, fo mn^ ed aUe bie in Stebe {Ic^enben Surfen jngleic^ 
barfleffen. a)iefe§ Sutegral mnß affo nic^t nur berSebin* 
gung entfprec^en, ber gegebenen £if erentialgleic^ung ®enüge 
}U leiflen, fonberti auc^ äberbied eine roillfür(i<^e Function 
in ft(^ enthalten. 

§. 471. S)ie 8li(^tigfeit biefer legten golgerung »irb 
man bejlätigt finben, roenn man bemecFt; ba^ au8 einer 
gegebenen )?rimitit)en ©[eic^ung, bie eine unbeflimmte tJunc« 
tion enthalt; immer eine ©leic^ung ber erflen Orbnung ^er:s 
geleitet merbcn fann, in roefc^er biefe Function tJöHig Der^: 
fc^tpunben i{l. @d fei j, S3. bie ©leic^ung gegeben 

in tüele^er u eine geiciffe Function i?on ä;, y, z bebentet, 
unb (p(y) eine unbeflimmte Function Den u ifi. ÜDurc^ 
S)ifferentiation biefer (Sleic^ung, fottjol in 93ejug auf » 
afö awi) in S3ejug auf y, erhält man 

äf idF dz . dF di^(u) /"du , ^äz\ _ ^ 

di'^ dz djp* difiu) du \dx ' dz dxj 

äFxdP dz , _rfF rf(p(ti) /^du , du rf^N _ 

dy'^ dz dy~^ d(^{u) 'diT \dy *" S ^y * 

ßliminirt man nun (p (u) unb -^ auS biefen beibcn ©leis^ 

cbungen unb ber gegebenen ©feic^ung, fo bleibt eine S)iffess 
renrialgleiti^ung ber erfien Drbnung, in weither bie Function 
<p nid)t mebr Dorfommt. X)iefe ©leic^ung brücft mitljin 
eine Slelation aiiQ, bie immer erfftttt wirb, welche gorm 
man aud) ber Function cp in ber primitioen ©leic^ung 
beilegen mag. 
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§. 472. äRan betrachte nun überhaupt eine primitive 
®(ei(^ung 

P{x,9,z,a,b)^0 (l) 

in weither a Mb b jtoei Sonflanten bcjeie^nen. X^iffercn* 
tiirt man cinjetn in 85ejufl ciuf a? unb auf y, fo fommt 

dF,dFdz_ dP dF^_ . 

ds^ dt dx~^' dy^ dz dy~^* ^^ 

^w^ Mcfen beibcn ©leic^ungen unb ber primltiücn Ofeic^ung 
Tann man bie ßonflanten a iinb b eliminlrcn. SJlan erhält 
baburi!^ eine ©iferentialgleidjung ber erpen Dtbnung^ in 
welcher biefe Eonflanten t?crfc^tt?unben fnb, unb mel^e mit^ 
^in eine ©igeufc^aft auöfprit^t, bie Don ben befonberen 
SBert^en ber Sonflanten Di)IIig unabhängig ijl. SMefe 
©feic^ung trerbe bejeic^net mit 

2Jlan ftebt ^ierauS junädjp, ba^ wenn bie ©leic^ung 
(3) gegeben ifl, ba^ Sntegral berfetben ober biejenige prt=j 
mitiüe ©leit^ung, Don ftjelc^er fie abfängt, jtoei miüfürüc^e 
ßonflanten enthalten nvuß. 

Sfber menn man a in ber ®feic^nng (1) wie eine 
83eränberli(^e anjie^t, unb b wie eine Function üon a, fo 
werben bie beiben aua i^r Ijeruorge^enben I^ifferentiat 
flleic^ungen fein 

^ \^dz. /"dF . dFdb^ /-da . da dz\ ^ ^ 
<te •" rft <te ' \da ' dh da) \dx ' dz dxj ~ 
^tdFdz^/'dFdFdb\ /^äa,dadz\ 
dy '^ dz dy'^ \da "^ db da) \dy "»" dz dyj~^' 

9lun werben biefe beiben ©fei^ungen ibentifc^ mit ben 
®lüd)m\Qtn (2), toznn bie 93ebingung erffiOt wirb 

^AdPdb_ 
da'^ db da~^* 
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aWirtiii fü^rt bn ©feit^inig (1) noc^ immer ju btt iiam== 
Ii(^en partiedtn 35ijfercutla(gTfic^iiiifl (3), t»enn man in it)r 
a irie aStränberlic^c unb b »ic itflenb riue Sunctien üon 
a an^tijt, üoraiiögefett, bflß a fo gcmfl^It lüirft, ba^ btt 

Oleic^unfl ^ + ^ ^ "= ® ®^"*^fl^ flef*ief't 

2Bt«n flffo eine partielle DiferentiafgTeii^ung ber erften 
Drbnung als gegeben uorfiegt, unb man eine primitive ®lfi* 
t^ung F=0 mit jttjei wiHfürH^en ©onflanten a unb b ge«» 
funben ^at, n^elc^e jener ®(ei^ung ®enflge letflet, fo er^ä(t 
man eine tjiel allgemeinere 9fufföfung, inbem man 4=:(p(ö) 

annimmt^ mp a bxixi) bie ©leic^ung j- +3i3i=0jubepim' 

nten if}. 3)iefe Function (p ijl fobann bie h^idfOrltd^e 9une« 
tion, mlift bn Viiflöfung bie nöt^ige tfagemein^eit gibt. 

§. 473. es ift nic^t überfrüjfig ju bemerfen, ba| 
mau in ber primitioen ®(ei(^ung (1) auc^ ^ätte a unb b 
tt}ie {tcei Don einanber unabhängige oeränberlic^e @ri)|(n 
anfe^en fönnen, in totlö^tm Salle bie beiben berioirten 
®(eid^ungen getoorben fein mürben 

ili "■ rfi <te "*" dtf \dx "^ iU dx) ' dh \dx ' ifs <toy ~ 

welche in bie ®(eid)ungen (2) flbergeben^ toenn man fej^t 

d¥ ^ . dF ^ 

_=0, unb^=0. 

aßenn alfo bie primitioe @Cei(^un0 F=0, totUft bie bei» 
ben tDiQFfirU^en 6onftanten a unb b enthält, einer grge^ 
benen partiellen CDifferentialgfeic^ung ©enfige leiflet, fo toxxb 
biefer ®(et(^ung au^ bann nod^ ©enügr gefc^e^n, menn 
man flatt ber @onftanten a unb b bie beiben burc^ ^,y,^ 
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nuöflcbrücftcn SBert^c bicfct Otöjen an bic ©teffc fe|t 

JE» ^J^ 

rrelc^e au8 bcn ©leid^ungcn ^- =0 unb^=0 ^erüorgcfteh. 

S5ö ie5ü(i^ 5aö auf biefem SEBege erl^altene Slefultat frine 
tüiHfürlitftc Function enthält, fo jlcfft c8 nur eine befonbere 
?fuflöfung ber gegebenen Ofeid^ung bar. 

§. 474. 3n ber Oeometrie fteat bie ®Iei(i^ung (1), 
mit jmei n)i(IFUrUc^en Sonjlanten, eine unenblic^e SOten^e 
Don Stätten bar, welche allen SBert^en cntfpred^en, bie man 
biefen ßonjianten beilegen fann, unb todä)e jugfcic^ fämmt* 
ü6) in ber partiellen X)ifferentialgleic^ung (3) entl)alten jinb. 
' SBenn man b=(f(a) fe^t, too (f ba^ 3ei(i^cn fi'ir eine bz^ 
liebige Function ifJ, fo betrad)tet man biejenige Steige Dou 
gläc^en, totlä)t a\\^ ber gunction cp ^erüorge^t, inbem man 
fttr a nai) unb na^ ade möglichen 9Bett^e t^on — cx> bis 
+00 annirtirat. SBenn man ferner fftr a in ber ©leid^ung 
JP'K Pf^f ^f Vi^)] = btn SBertt) a-\-da an bie ©tette 

fefel, fo hJirb ba^ »lefultat, hJel^eS mit F + ^*i = 

bejeit^net h)erben fann, einer in biefer Steige enthaltenen 
gläc^e angehören, bie berjenigen %läijt nnenblicfi nal^e liegt, 
»el^e burdj bie®Iei(^nng F=0 bargcflefft toixb. fflUtßin 
mxb bat @^|lem ber beiben ®Ieic^ungen 

F = unb FM^-da = 0, 

^ da ' . 

ober, einfa^er, ber beiben Oteit^nngen 

F=Ö unb ? = 0, 

da ' 

ber Durdjft^niitSlinie ber beiben auf einanber fofgenben 
Sfätifeen angehören, n^elt^e ßinie, nar^ SWonge, mit bem 
9lamen ber c^arafterifüfeben ßinie belegt wirb. Unb 
menn man au9 ben beiben in 9tebe flebenben ©(eidbungen 
bie ®xf^z a eliminirt, fo wirb bat älefultat, welt^eö eine 
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btn flComctrife^fnDrtfcicfcr!l)urcbf(^mtt8linicn bilbet^ b.f). 
btx tin^üllenbcn «flftc^e berjeuigcn Slfidjen, welche 
au8 5er ©Icit^uiifl F [j?, y , ä, «, (p (a )] = Ijtxvox^tijm, 
inbtm n}an barin für a aüt möflfidjen SBcrt^c fc^t. 

Slun muj offenbar bie gegebene Differentialgleu^ntig 
and) biefer einljftffenben gfäc^e angehören, weil bie berü^ 
irenbe @bene immer ben eingefüllten "Sl&djtn nnb ber ein^ 
^üOenben Slä^e gemelnfd^aftlid^ iß unb folglich auc^ bie 

SBert^e üon — nnb j-, totläjt bie Sage biefer (Sbene be== 

flimmen^ beiben gemeinf(!^aftli(^ jtifommen. @r^ man aber 



<p(ö) an bie ©teile t)on J^ fo tüirb bie ©feid^ung ;r- =0 



ftcntif^ mit ber ®teic^nng^ + ^^ = beö §. 472. 

9Jlan erfennt affo, ba^ bie aOgemeine Sfnflöfung ber geges: 
tenen 2)iferentiafgleic^nng anSgebrücft lüirb burc^ ba^ 
©^ffem ber beiben ©(cic^nngen 

Fix, ,, z, a,b)^0 unb - + _-«« 0, 

wenn man hierin jlatt b eine beliebige Function <f(d) an 

bie ©teile fefetunb barauf « an6 beiben ©leic^nnAen ellminirt. 

§. 475. SBenn man ferner in ber®lcid)ungF(a?,y,;5 a,6)=0 

bie ©riJpe a attein fic^ änbern ta|t, woburd) man erhält 

F+|?rfa «: 0, nnb tt^nn man fobann bie ®rßft * allein 

dp' 
fiä) änbern läf t, woburt^ man erhält F + ^ rft = 0, fo 

flefft ba& ©9flem ber ©lei^ungen 

F = Ounb^ = 

eine ^arafteriflif^e ginie bar, weCc^e einer gehJiffen eint;SI^ 

9la»itx, 3Mff.* imb 3»te9tah. 11. ©anb. 9 



imfytn Stöcke altge^Ort^ \mb titixlo fleKt bM ^iflfm 



Mt\i)xmQm 



00 



eine awbm d)araftcrijHfcl)t ßiuic bax^ tvüä^t einer aiibcru 
fiut^üKert^eH «$(äc^e ange(}ört^ bie &cr erflereti iiuenblic^ na(;e 
liegt. ^a9 @t){lem ber brei ©(eic^ungeii 

= 0,-. =0, -77 ^=0 

fletjiJrt mithin ben 3?ur(ibft^i^ittepunften biefer beibcn c^Or 
rafteriftifc^eii ßiuien an. Solglitl) wenn man a un6 b au§ 
biffen btei ©(eic^wnflen rtitninirt, fo witD birbatmia§ert>oi?:= 
ge^enbe (SIeicöung, bie nodj a?, y^ ä enthält, eine ?läc^e bar? 
Petten, tüelii^e ber fleonietrifii^e Ort aller biefer 35ur(t>fc^nitt8* 
pmtit i^, b, f). eine 'Sl'di)^, meiere aQt bie o^en gtnaun^ 
ten einbüllenben S(ad}en berütjrt unb tt>ieberiun ein^iattt; mb 
jugfeid) t)on allen c^arafteriftifd;en ßlnien berüEjrt ttirlj, 
!S)iefer Sfäe^e imif bie gegebene 35ifferentialglei(^uttg arei^:= 
fallö noc^ angehören 5 aber fie entf^ric^t angenf(^einti(| nur 
einer befonfceren Sfuflöfung biefer ®Iei^unft. 

66 mag noc^ bemerft tvnbtn, ba^ jic^ immer mehrere 
t)on einanber üerfAiebene ®Iet(^nrigen, analog ber ©fei* 
^nng (1) be8 §. 472 unb mit jmei wiQfftrri*en'(SünfJrtn- 
ten Derfetjen, angeben laffen, mefc^e fämmtfic^ jti ber näm:= 
flehen $)ifferentiargfei£^nng (3) führen, unb We nSrnfic^en 
.aii^ttgeiibcR.gWt^en. f^nmxbxmeti^ biwtn fonjol bat aü^ 
gemeine Sntegral at8 audj bie fo eben nac^getriefene befon* 
bere »njlbfung bicfet ®Iti(!^nnfl m^pxnijm. 

Sittegrotion ber linearen Qdf^uiigen »ort ber «rflen Orlnimg, 

§. 476. gine ^^artieBe 3^.ifferentiargreitl)ung ifl linear, 
fobalb bie S)ifferentialDerf;firtni]Te nur in ber erfien ^Jotenj 
tal i^r »ctfoinmin. ®er, einfa^fle gatt t|l fcerjenige, . m 



iiilfe S>iffhrnftta(Mt^iItiiifre mit @oftflaii«en mittH^Iirirt flnb. 
eieU^ungeti tiefet 9xt ffaitü Me iSigenfi^ft^ fifa^ t^en 
bini) bie ®itmiiit einer (elirbigm Vfija^i üon (efonbevni 
fiDett^ gieni^r ftefi^^t, mtd metdber «igt i^i^aft uimit^ 
telbcir i^r Sntegrol %tfunbm totxUn farni. 
@8 fei nämli(^ bie ®Ieidmng g^glbin 

tte /" unb & (on^ante Safjltn bebauten« SRati ne^me n(a 

befoHbem fBtxif), itibem man mit i» HHb n* jm» <Son{(aui' 
ten 6eicrcf)net, . 

z = e *^^^ 

fo er^äft mau 

ds ' dy ^ 

folfllid^ burd^ ©ubflitution biefer SfiiSbrttcfc in bie QtQt^tnt 
©Icic^unä . 

mP 

!Der SBert^ ^ «r ^ ^ ^^^ ober anc^ ä ==-r e^f^^^f»)^ fn 
ttoelc^em m unbefHmmt bleibt, leiflet nlfo btt gegebenen ®leis 
d^ung ®enflge. 9J?an fann mithin auc^ a!0 STuöbnidf für bie 
Sunction z eine Steige anitetjmen, welche mrö einer belif* 
bigen ?fnjat;[ üon ©fiebern gebilbct ifl, üon ber Sorm 

n}0r)n mi^ .m^ ms, u., A^, At^ A9, ic. üoUonimen tviDFftr« 
liSit (Sünjlanten ^ebeuten. 5yiun ijl flar, ba^ eilte foId)e 
ffteif^e gteii^bebentenb ifl mit einer »oiltfiirli^en e^unction ^er 
®röfe Öa? — Py, tücfc^e in allen itjren ©fiebern üorfommt. 
SJlan fann affo patt ber vorigen formet fc^reiben 

a«V(0a7 — Pjr) 

9* 
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iitbem if bae Seic^m für eine toiflfOtlk^ 9unttion t^) 
unb tiefet VuSbrud entölt bemnac^ ba6 (iQgenieitte Sitten 
gtal bet gegebenen ©leic^iing. S§ i{t fiferigeuB leitet fi^ 
botwm ju übetjeuflen, baf biefer Vulbrntf fßr ä in bcr %f)at 
bet üorgelegten ®(ei^ung @euäge (eipet 
§. 477. ®ie ®tei*nn8 

'§+<^='. 

in weichet P unb m6) iniitiet fonpante 3at)Un bebeuten, 
fann auf biefelbe SEBeife integtitt wetben. CDie ©ubfHtU:^ 

tion beS befonbeten SBett^ee z = tT^^ Hefett bie ©es= 
bingungdgleic^ung 

m? + «0 = 1, wotau§ m = ^ > obet n = — ^ — . 

SolgUc^ wetben bie STuabrttde 

in benen bie Gonftanten m Dbet « wlttfürlit^ bleiben, bet 
gegebenen ®Iei(^ung ®enüge lei^n. S)iefet ®Iei(^ung qz^ 
f(i^ie^t (tbtt au(^ noc^ ®enfige bntc^ bie 9Bert^e 

mithin auc^ butc^ bie beiben Steigen 

in benen Ai, At, it., m^, m,, u., Äi, Ä«, ic, «,, n,, k., 
tüilffütlic^e (Sonpanten bebeuten. 3)iefe Steigen enbßc^ jinb 
gleic^bebeutenb mit ben $fudbtDdFen 

t f 



»)o <p mk^ ^ie 3ei(^en für iDillfärftc^e 9isnctionen. ftnt). 
@S ifl reicht )u etfennrn; ta^ burc^ biefe beiben Vudbrfide 
übereinfHmmenb bic nfimüc^e 9iMjt bargepdit »erben fann. 
!S)er eine tuie ber* anbete ^^ebrucf tft bad allgemeine Sn^^ 
tegral ber gegebenen ©lei^nng. 

§. 478. SRan betta^te ]t^t bte ®(eii^ung 

in melier P, Q,R Beliebige guttctwnen ber ajeranberfic^en 
X, y, z üorpellen. ffiejei^net man mit 

ba^ allgemeine integral biefer ®fei(i^iing, n^elc^e eine miS- 
fürlic^e ffunction biefer SScränberlicfien in fic^ enthalten muß, 
fo liefert bie ^Differentiation besfelben in SSejng auf x unb 
auf y 

d( j,4f_ ds^ ^ 43?« dx 

dgi) '^^ dz dx ' dx^^ df 

i •■ ■ . . ^ 

^idfdz_^ ^^^^^^^ dz dy 

16^ + ^^ = ^' "'^^«»ö ^ = - i!^- 

...... . -... ' ^ • 

3)iefe SBert^e üon ^ unb -j- muffen ber gegebenen (SW* 

c^ung ®euüge leifien, unb man finbef burc^ ©ubfHtution 
berfelben bie Ofeic^ung; 



dX' ' dy ' dz 

UeberbieS aber ifl ba^ üottflcinbige 3}ifferfntifli '6er ®Iei:^ 
^«ng f{x, y, z) ^ füIgenbcS 



stimmt man ^ternuö 6en SBcrt^ ton ^ unb fefet benfefs: 

S)a mm ^k ?fUflrtion /(;f, y> «) eine rwBörliebr gwction 
bcr SScränbcrlic^cn x^ y, ä in fidj «it^altcn mu^, fo ifl c8 
not^hjenbig, bnf bitfcr te|ten ©W^hng Ocnügc gcfc^c^c, 

»ie mi^ 61« SBert^e b« ffnncttonen ^^ ««k ^ ftef^affen 

fein mögen i trorauö folgt, baf man einjeln bie beiben 
®tei(^ungcn Ibaben mng 

Pdy— Qdx = 0, 

rdz — Rdx = 0, 

meiert überbieS bur^ gUmination Don da? geben 

0rfÄ — Rdy = 0. 

!Diefe brei ®U\^nx\Qm, mlä)t feint juartif den (Differenz: 
tiale entt;aften, unb üon benen je jmel tte britte jnr ?5oIge 
baben, ergeben fttfe mit 9lot^menbigfeit au8 ber üorgelcgteu 
partiellen ©ifferentiatgleic^ung nnb befielen immer jugfeic^ 
mit i[}r. 

SJlan nel^me nnn an, ba^ man ans biefen brei ®Ieis^ 
(j^nngen, ober au8 einer beliebigen ßpmbination berfelben, 
bttr4> Sntegration ; jtoel (jriraitioe ®Ieit^ungen l^erfrtten 
föune^ ppn bmtn lebe fin? rDiEfftrlid^e (Sonffantf fnt^äUf 
nnb bie mit . ' 

M^a, Jf=b 

bejeit^net werben mögen^ tüo a nnb h bie beiben millfür* 
litöeu Siwifianten unb M nnb N ji^ei fjunrtionm tpn m, g,;^ 
bebeuten. 2fu8 ben beiben ®[ei(ä^ungcn M ^=: a, nnb ^^^6 
fann man fobann bie SEBertbe i>oii a? nnb y bnrc^ ä an^^ 
brüdten, unb blefrfbeti iu bi?.®Ieid)nng f{x,y, z)=0 fnb- 



fUttiireit; wrfiAe in 9oIge belfen nur noc^ bk SBindii^erfii^e 
£ neifl ben lotüfMiil^cn (Sim^aitten a uit& 6 unb anbeten 
üic^t wiCf ttrfidjcn ßonjlanteu nit^often n?irb. Dber piels 
me^r, ba man ^aben muf df=^0, fo fann aud; bic SBcr^ 
inbtxliift t nad^ bet ®nbfKtutiön (er fEBert^e ffir ir unb y 
ntc^t ntf^r in biefer ®(et^ung torfommen. aDtt^in mirb 
bie ®\t\itj\tn^ fitt, y, js) t» o flc^ einjig unb aSein auf 
eine 0lelat{on jmifc^en ben Shrbfen a nnb b tebutittn^ btt 
man bejeii^nen fann mit 

♦ (fl,*)«0, 
»0 ^ eine ooDFommett nnOttttlk^e 9anrttcn bebentet. Unb 
ba man fflr a nnb 6 i^re SEBert^ ilf unb N afd ??unc^ 
tionen t^on x, y, z an bie ®tille fej^n Fann, fo {ie[}t man, 
ba^ bad gefuijl^te 2lntegTa( fein ti^irb 

ober awäj, menn man mit <p glei^faOd eine miHfilrric^e 
Function Cej^ic^Met 

§• 479. 35ie geometrifd^cn 83etrat^tungen beS §. 474 
führen ju bemfelben Slefultate. SWan bemerfe nSmtic^^ 
ba^ ftc^ bet gegebenen ©(eic^ung 

'^H^^ dy '^ 
immer bie attgemeine ©feic^inig jur Seite fteffen Iä|t 

dz dz 

SHminitt man j- ober ^, fo finbet nian bie beiben oort 
einanber Derfc^iebenen ®[eiet)ungen 



ilt 



{^Pdy — Qdx) y = Hz — Rdx, 
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betten immer Mt^nhiig Dott felb^ ®enäge gefd^e^en mnf « 
S)enti im eittgegengefe^ten Saffe »Orbe man aod i^neii 

bcflimmte SBcrt^c üon ^ nnb ^ auögebrüit biircfj a?; y, z 

nffdtm^ unb bieS tfl tinm&gti^ , tDtil b'xt gegebene ®lei^ 
ttfimQ ini}t bie Sage ber berü^renben €bene in einem U^ 
Uebigen gegebenen ^nnfte beflimmen tann^ ba {xd) buxi) bie« 
fen ^unft eine nnenblic^ gtofe ^fnja^I ton ^(äc^en legen 
l&^t, tvtl(i)t fämmtfit^ in ber gegebenen @lei(^nng enthalten 
finb. ajlan i;at alfo einjeln bie btei ©tcidjungen 

Pdy — Qdiß = 

Qdz — Rdy = 0; 

Don benen je jwei bie brittc jur ?5ofge ^rtbeu. 

J)a bie in biefen ®Ieicl}ungen auögefprod^enen älelatio* 
nen a\\^ ber gegebenen Xiffcrtntialgleic^ung tjerüorgegangen 
|lnb, fo mn^ bie Surüe, weither jte angeboren, an8 beiri 
X)urc^fd)nitte jweier üon benjenigen Släc^en entjleben, bie 
bie grgebene (Sleidnmg felbj! barfiellt^ fülglid) ifi biefe ßnrüe 
nidjts rtnbereö nl8 bie im §. 474 fo genannte c^arafteri:^ 
jHfc^e 8inie. ßeitet man anö ben Dorfieljcnben Differential 
gleic^ungen i[;re primitiven (Meinungen ^er, nnter berSorm 

M = a, N=h, 

fo trerben biefe aUe möglichen ctarafteriflift^en Sinien bar:5 
fieden, menn man in i^nen bie (Sonflanten a nnb b nait) 
(SefaHen jt(^ finbern läßt. SSetrat^tet man aber b wie eine 
beliebige Function (p oon a, fo werben bie beiben ®Iei* 
(^nngen 

M=a, N=if{a) 

nnr noc^ biejenige Steige ton fl}arafterijlif(^en Sinien bars? 
fJeUcn, wcI6e burc^ bie Slatnr ber Snnctipn (p gegeben \^, 
fübalb man a alle SBertlje ton — oo bi8 + oo burc^Iaufen 



tä|t. ^liminirt man rnbü^ n (tud biefrn betben letzten 
©leid^migen, fo ttirb i>a6 Stefultat btx ©riminatioii, nämlic^ 

btxltnxQtn Wä^e iiiiöeWreu, roelii^e bct geometrifc^e Ort 
birfer Steige Don c^araneriflifd^en gintm ift, obet, in S9e^ 
trnd^t ber UnbffHmmt^ett ber Sunctiun <p, einer jeben ber 
ein^öSenben ^l&iftn, beaen bie gegebene ^if erenticilgtei^ung 
eutfprid^t uitb beren 9fu9.brutf in btm aDgemelnen 3ntegtÄ(e 
biefei: i^et^nng enteren i% 

§. 480. ©ie ^ie^er ttjnrbe bie aSotandfe^un^ Qtmai^t, 
ba^ man jmei üon ben ©(eic^ungen ber c^arafterifiif^en 
8tnie ober irgenb {tcei aM ber (Kombination berfefben ^er^ 
oorgegangene ©leic^ungen integriren fi5nne. 35iefe Snte» 
grrttion ip jebo^ nic^t immer möglicfi , weif bie bret ©er» 
änberÜt^en x,y,z ft^ jitgleid; in ben in Ütebe fle^enben 
©feiti^ungen öorfinben, ttaCjrenb biefr©Iei(^ungen nur bie 
35ijferentiale Don jweien berfelben enthalten. STber man 
fann {t^ bennoc^ immer ba^ allgemeine 3ntegra( aus biefen 
©leif^ungen unter berjenigen i^orm (}erge(eitet benfen^ n^elc^e 
in ben vorigen §§• anfgeflefft worben ijl, JBetrac^tet man 
nämfic^ j. 85. bie bciben ©leic^ungen 

P& — Ä*i? = 

fo fann man in benfelben, ba fle eine Suröe barfteDen^ nur 
eine oon ben fBeränberlid^en ald unabhängige anfe^en. @d 
fei biefe j. ©. bie Scrönberlic^e z, fo toerben bie beiben 
©(eic^ungeu , auper bm SSeräuberlid^en x, y, z, refp. bi? 

!DitferentiaIöeif^!tniffe ^ unb ^ enthalten, ©itferentitrt 

man bie erfiere, fo ergibt jlc^ eine S)ifferentialglei(i^ung ber 
jweiten Drbnung, in mtl^tx bie Differentialoer^artnijfe 

— , ^ unb j^ uorfomme». SJlan ^at alfo je^t brei 



©tele^iinflcii, au8 bencn many unb ^eUminircii faunj 6a8 

giefultat ber Elimination, wirb eine Ditfcrentialgfeit^nng ber 
{weiten DTbuung sroifc^en ben SSec&nbevßc^en ^ unb ;^ fm, 
bttiti fiSe^anbluitg unter bie fxü^mn 9Ret^beti fjWt 

9lun ffcit, g^Af bem §. 424, biefe Sfeic^nng not^^ 
wenttg jtrel integrale ber erften SDtbnung; Don benen Ji^ea 
itne wiSfQrtlcfye (Sonfldnte ent^A(t $<it man biefe 3nte^ 
grale gefunben, unb elimtnirt man auS i^nen feie Function 

^-, mcldje pe bcibe cntl;alteu, mit §ülfe ber ©lei^ung 

P— Ä — = 0, fo'Bfelben jttjei ©leic^ungen, Don benen 

jebe eine älelatton jmifd^en ben SBeränberHcben ^, y, ^ unb 
finer mittfürtic^^n GonfJante barfleHt. IDiefe (Sfeidjunflen 
lawn man unter bie $orm bringen 

unb fte fleBeU; »ic obtn, für bw^ flefuii^te 3ntegral 

N=<f{M). 

CCle Integration einer partiellen J)ifferentiafgleic^ung 
ber erjlen Drbnung fann bemnaA, wenn biefe ©feidbnng 
linear ifl, immer auf bie 3ntegration einer gewö^nficben 
^Differentialgleichung ber jreeiten Örbnung jmifc^en jwei 
öeränberfic^en jurüdfgefft^rt werben. 

§. 481. a>ie aWet^obe beö §, 478 tä^t ftt^ fofort axtd) 
mif bie ?fälle übertragen, wo bie gegebene portieffe 3>tffe=^ 
tehtiälgleidjung eine größere Sfnga^l ton aSeränberlit^en 
firt^t SBenn j» 83, bie ®lri*ung gegeben ift 

ds ^ ^ dy ^ dz ' 

fo fleffe man bi\^ allgemeine Sntegral berfelben bar bucc^ 

A»/ ^/ y/ «) == 0- 



9artieIe;iMINriili«%iei#iiiigeit. ISt 

IDifmiitiltt man bdi9frI6e eioieln in Sejüg anf He SOrr» 
(itifeerlii^eii u, jr, i5, ft cT^A(t man 

dv rfa? • «to (fy d^ <fc 

^ ~ "^ X' ^ *" X' ^ ~ ~ X' 

rf?? 35 ^ 

)int> t)m(^ (Suj&flitutipn birfft SBat^c ün:n?aHbrft fi^ t)if 
flfflebwie ®IeiÄ)un0 in 

kernet ^at man, inbem man v, 9, y, « iuglei^ {tt^ anbern 



3)ie ^limiiiation öon ^ aus bicfcn beib^n (Slcic^unflen 
gibt 
(Tiir-Pd.) ^ + iräy-Qdv) |+ ( W^-Ä*) | =*' , 

unb bicfcr ©fcic^ung gefc^ir^t ®c|iii^c, o^ne bie Sunrtiou 
f äu bepimmen, inenn man ftfet 

Trfz — Ä*««0, 
wotYiuS ätff etbem lioib Me ferel anbetn ®Ili(&ttngeu folgen 

Wä — Ärfj? =^ 
Qdz — Ä€fy «= 0. 

J)iffc fcd)9 2)ifferentialglcic^ungen; in bcucn feine par=: 
tieHert I)iffcrentialc mebr oorfemmen, flellen alfo biejenigen 
Sebingungen bnr, tteldje We ffitränberlidjen v,x,y,z n- 

füßttt m&ffe^ir. binftitJiir *r»»i*H» Bfiittcttön/'C^^ff,!^,^) 
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bi)9 S>tfecentiiil 9la% ffdbt, b. ^. nur n«^ Si^ttflAhten 
ettt^atten fönne. SBenn mau mithin fftr irgenb fern oon 
jenen ©Wc^ungen bie btei Sntegrate finfcet 

wo a,hfC bie »idfürfid^en ßonflanten ftcbeuten, fo wirb 
bie ©ubjHtution bcr SBcrt^e breier SBeränberlic^en , welche 
P^ aus biefem Sntegrale ergeben, in f(i>,x,p,z) not^wenbtg 
anc^ bie öierte SBeränberlic^e jum SBerfc^winben bringen, 
fo ba^ biefe Function jic^ in eint gunctio« oon a, b, c 
^Dermanbelt, meiere bejeid^net werben mag mit 

@efet man ^icrin fftr «, h, c i^re SCBertöe, au8gebrü(ft burt^ 
v,x,y,z, fo er^äft man al§ gefügte« Sntegral bie (Steigung 

* (L, Jf, i\r) = 0, ober iV=(p(L, Jf). 

?ruf äl;nli(^e SBeife wirb man bei einer no(!^ größeren 
Sfnjal^f üon SBeränberlic^en ju SBerfe getjen. 

§, 482. @ine befonbere ^Betrachtung ücrbient ber SaH, 
wo in ber partiellen 2)ifferentialglei(j^ung 

dx ^ dy 

eines ber ©lieber fe^It, teeil al8bann bie 3ntegration nur 
no^ oon berjenigen einer flemftfjnlic^eit 2)ifferentiatgleic^nng 
ber erflen Drbnung ab^än^t. 

g§ fei.a. ®- ^Oi^ erfle ©lieb nii^t Dotfeanben, obe« 
P=0. S)ie ®Iei(^ungen ber d^ara!teri|Hfdjen 8inie, §§.478 
unb 479, üertoanbeln jt^ fobann in 

Qdz — Rdy^Q. 

®ie erfie'' ©feit^ung gibt 

wo a eine toxWitW&ß Sonftante tebetitef 5 wwb biefe ®Iei== 
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d^iing fagt au6, traf bit dfkvMttr^jS^t Sinie fiij 6ef finbig 
in einer @6ene it^nbtt, tt)f It^e, rf d^thHnf Kg )n btx STd^fe bet 
o; liegt. 2)a x confinnt x^, fo ^t man in btx jtreiten 
©lei^iing^^ nur n^ y mb z pl^ SSerdnbfpIi^f anji^e^n« 
S)a9 äntegra( biefer ©leic^ung fei 

ttjo b bit tüiBfürlit^e (Sonfiante ijl. ©efet man jeftt <p(a) 
{latt b, wnb efiminirt a au9 ben belben ©fel^ungen x=a 
nnb N = <f(a)^ fo erhalt man alö gefut^ted Sntegral 

§. 483. SWan fann baB Dorfic^enbe Serfal^ren an^ 
auf bit einfd^en 9Mt anwenben, totlijt in ben §§. 476 
unb 477 tel^anbelt werben jinb. 3n bem Srtffe bcö §. 476 
ftttb P unb conjlant, unb Ä = 0. 35ie ©leid^ungen btr 
i^Arof teriflifc^n Sinie werben alfd 

& = 0. 

3^re 3ntegrale pnb 

Py — Qxs=a 
z = b. 

©efet man alfo b = <p(a), fo erhält man naäj §. 478 ald 
aOgemeined Stotegral 

Ä = (f{Py -^ Qip), 

fit^ereinfKntmenb mit §. 476. 

§. 484; 3n bcm daUt be^ §. 477, wo bie gegc&ene 
©leid^ung mt 

'dz, , ^dt 

.... ^li+^n^^' ■ 

jlnb P nnb conftant, unb Ä = «. !Die ®fei(^ungen ber 
(!^arafterijHf4en ßinie werben 
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tegraU 

Py ^ Qx = a 

(?.fa — y = Coost obir Ä.e ö = c, 
aV\p ttiu^ §• 47B a(d ba9 gefuc^tr Sntrgtat attfe^en 

tüo (p iinb tf> midfärUcbe fSuncH^utt antei^m} unb Hcfci 
Pimmt mit bcmleniflcn aUefuItate ütiiffin, lüelti^cö (tuf anbes» 
rem SBcge im §. 477 gefunben tüiirbc. Sfuperbem Fanti 
man noc^ bur^ Sombinirung ber jirciten unb britten 
®Ici(i^ung bcr tfearaftcrijlifc^cn Siuie ein btltteS Sntegrat 
nnfflellfn, nämtic^ ' 

tDo X bad 3ei(^en einer n^idfUrlic^en Suttctiun if}} j|eiM»i^ 
ijl biefed integral fc^on in bcn ^ben anbern enthalten, 
unb liefert nic^td 9leue9. !l)emi ha bie Ie|tp:en au^ei^eti^ 

tio]^ z.e ^ vktib X0.e ^ Snnctioiim wxk itt näntlic^en 
®röf e fy—Qx ftnb, fo muffen beibe ®rftpm nftt^Weitbiö 
aw&j Functionen Don einander feim @9 würbe übrigend 
f(^on fräl;er bemerft, ia^ We beibeif juerfl gefunbenen ®Iei- 
jungen. , ein itnb ta9feI6e .mtftbtüifeii uvb ' mit eiHaübet 
gleit^bebeutenb jlnb. , 



dt ita f. 

Die ©leictjungcn ber t^araifteriflifii^en ßittic tebuciten \xi) auf 
ydff -^ üfdx t=Ä 0, lütjrauö y* -f* a?* = « 

? 
3Da9 Sitttöwl ber gegebeuen ©leit^uufl to'itb ntfo 

; • • • • ■ I 

tro cp eine toiKfÜrU^e ?function anjeiflt ©iefeS Slefiiltat 
läft fiii^ ntif geomctrift^em SBege leitet bejlStigen. iDie ®Iei^ 

^iw'fly'äj -^ <*^^ =*^^ frfl*^ nÄmlit^ wia, baf bie «ptoiretion 

In Störmafe berjenigen Siac^e, bct bfefe Ofei^ttng anQti 
i)M, auf bie iSbtm xy, immer btirc^ beti ?fnfatiööpurtft bet 
©oorbitiateri gclrtj ober, trenn nmn tt^ifl, biig bie Slormafe 
immer bie 9f d^fe ber z trijft. I)icfe (Sigenfd^itft f ommt jebet 
9totatton0f[äc^e ju, bereu ?fc^fe mit ber 9fc^fe ber i^ jufattv? 
menfättt, bagegen feiner anberen gläd^e. 91uu ifl ffar, ba^ 
bie primitilje ©feid^img ä ^ ({)(ic' + y'> nu«btüdft, baf Mt 
Drbinate ä |id) nie^t änbert, fö Inuge bie ®röf e a?» 4* J^' 
«nüeränbert Meibtj obef bnß ber 3)ur(^r*nitt htt fjrdc^ 
mit einer ®brnf, Wefc^ tedjtftiuffig ju ber 9fc^fe itt ä Higf, 
eitt Äfei8 \% SMit^u gefrört biefe ®Iei(ftuug gffeic^fdaa jrte» 
gtotattetieffÄt^e dt!^ meiere um bie ?fc^fe ber z burd^ t\\it 
beliebige ßinie befc^icben wirb, unb befl^t btntrtd«^ Nitfelbm 
KSHro^üDn %Keeifte iu^eit »sie btt gege6tueS)iferrntta(gUt(^ung. 
(girrt ber ^Keii^ung E{Xf y, z^ a,h)t^Q bed §« 471 
analoge ®Ieic^ung ifl l^ier 

*^* + ** + (ä — a)» =* *V 
mit^e ^IticIunQ irgenb eine ^ugelpti^e barfieQt:, ^ne^ 
aRittr((?uHlt iu bet ^c^fe ber a liegt. SBfim maii u^HnjCiiA 
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Don btefer ®(ei^uttg Me btlben pattkUtn ^ifferÄitiatglei^ 
jungen btx erflen Dtbitung nimmt, totldjt ftnb 

fo oerfd^minbet unmittelbar bir Son{}ante i^ unb »enn man 
aud beiben fobann bie Sonfiante n eliminirt; fo gelangt man 

Wieber ju ber gegebenen ®[ei(^ungy-^ — x~:=^0. ?fbcr 

biefe leftte Oleid^ung «gel^ört nic^t blof jeber Äugelflät^e an, 
beren aJlittefpunft in ber 9[(^fe ber z liegt* (Sie entfprit^t 
gleichfalls jeber einl^ftdenben Slät^e ber auf einanber folgen^ 
ben ßagen einer ^ugel, beren SJlittelpnnft feinen Ort in 
ber ?ft^fe ber z veränbert burt^ ^Tenberung ber ©onjlante a, 
unb beren ^albmetfer b ju gleicher 3eit fn^ naet; einem ge* 
teiffen ©efe^e beränbcrt, weldjes burt^ bieSlelation b=(f{a) 
audgebrüdt mirb« !l)iefe ein^üDenbe 'Sl&ijt, beren ®[eid|ung 
bur^ bie @(imination t)on a aud btn beiben ©(eit^unfnen 

^» + J^ + (*-«)^ = *W, -2(«-«)-=^^ 

nad^ SejtjleHttng ber Function <p gefunben werben- fann, 
t{l augenfc^einlic^ nic^td anbereS a(9 eint Stototiondffctc^e, 
beren «(i^fe mit ber Sfd(fe ber z jufammenfallt. gerner 
muf ofenbar bie itoeite ber beiben üorfle^enben ©ieic^uni' 
gen Ä als Sunttion Don «geben, ober a^=F(z)*y unb 
wenn man biefen SBert^ für a in tie erfle ©feit^ung fefct, 
fo erhält man wie oben ä = * (a?> + y*)* 

IDlau fann aber auc^ wie ein befonbereö SntegraC 
ber gegebenen partiellen üDifferentialgleicbung bie @Ieit^ung 
anfe^en 

^* + y* ^ ö*(^ — by = 0, 

mlijt bie gtSd^e eineö geraben Regele barflettt, bejfen «fd^fe 
mit ber Steife ber z jufammenffiDt. 5Die Gonflante i ifl bie 
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OtWnate fcer ©pifef fce 8 Äf gete , iinfc bie Sotiftonte a fte* 
beutet bie Snnöeute beö SSBinfefd, wefe^er jtoifc^en ber Sfdyfe 
ber z unb ber @eitenfinie bea ÄegelS enthalten ip. ICiffe:^ 
rentiirt man in fBejiig auf a? unb anf y, fo fommt 

unb biefe ©(eid^ungen geben, buxdj (Slimtnntii^u ber §Jon^ 
flauten a unb b, 

dz dz ^ 

^ dfc dy 

£)ie ein^fiKetibe Släc^e ber auf etnauber folgrnben Sagen 
beö ÄegelS; tt)cnu man a in ber ©leic^uwg »• + y* 
— a» [z — (p(a>l» = pcö Snbern fäpt, ijl augenfdjeinlit^ 
eine Slotationefläc^e um bie Sfc^fe ber z, bereu Oefialt üon 
ber ^Function (pab^än^t, uub ber glctc^fadd bie gegebene 
35itferentialgreic^ung angehört, 35ie ©leic^ung biefer Slotas 
tiundpc^e finbet {tc^ burc^ @(imination t?ou a aud beu 
beiben @leit^uivgen 

x^'+y^ — ö' [ä - <p(a)? = 0, z - <p(fl) — a — ^ = o: 

STber bie jtteite (SCtic^ung jeigt an, i)(x% z irgenb eine ff uuc«^ 
tton üou a ip, fotgfid^ auc^ o^ irgenb eine SuucttDU t)on js; 
unb bcixaM ergibt fi^ mit äujie^uug ber eifieu (Sleicbung^ 
baß Ä irgenb eine Function oon ii?^ + y* fein mufi, »ie 
oben gefuuben ns^urbe. 

§. 486. SJlan betradjte ferner bie ©Icic^ung 

dz y dz 

ds '^^ dy'~' 

Xie ®feic()ungeu ber (^arofteripifd^en ßinie werben 

sdy -t- ydx = 
»dz — zdx=sO 
ydz — zdy =»0» 
yt<i»itt, ^ip iinb 3ntedral¥. II. iSaub. 10 



^Diefelben ftitb tinttrittrtOar )it inte^^ntf n , mb miitt fittfeft 

de Siitegrale 

mo /i, 6, c trinrürlic^c ßonfiantcn [xnb, SWaii faiin fl!fo 
ald Sntcfltflf t)cr ßegcbcncn ®Ieid)ung \tbt üou ben brei 
@fd(^iingeu atife^nt 

J^vO)' 7='''(£)' p^'^©' 

t)on benen bie britte in ben btkbtn erfien enthalten ifl. 
!£)a9 oHgemtine Snte^tal br^^t alfo ^iec aM einem üou 
ben beiben VuSbtfld^n 





®ie geometrifc^c 93ebtutung brt gegebenen ®(ei(^ung 

di . dz ^ 

befielt biirin; bnf bie berü^renben ©bcncn ber ?f(ö(!^e, »el* 
^er biefe®feit^unfl nnge^ört, fämmtlic^ burt^ ben 2fnfang8=s 
jjunft bet Süorbinaten ge^en füllen} biefc Sigenfc^aft finbet 
fic^ bei jeber ReQtl^adft, beten @(}t^e im {!rnfangSt)un(te 
ber (Soorbinaten liegt, ünb bei feiner nnberen Bfädje. Sfbec 

e§ ifV feiert ju erfennen,^ bo$ bie ©leic^nngen— =9 Tj) 

iinb * = t{) ^M gfeiAfatts bie in 9tebe f!e^enben Wälzen 

(^aröfteriftren , weit jte auöfageni ba^ bie SBer^äftniffe 

-unb— jngleic^ mit bem Skrl^aftntflfe ^" conflant bleiben} 

ober, toenn man Witt, bnß jebe bnr^ bie ^t^fe ber z gelegte 
Sbene bie gtäc^e in einer geraben ginie f^neibet.. 

S)ie ber ©feidjnng F(x, y, z, a,b) = beö §. 472 
analoge ©leic^ung ift ^ier 
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OS -\- by — Ä = , 

unb bleff ®feic^ttitg gel)»rt cmer belieDigtu biirc^ ben ^w^ 
fangöpunft bcr (Soorbinatcn flclegten Sbenc an, fübalb mau 
in i^r a uub i toit {roei midfürlic^e Sonftanteu an{te(;t. 
Stjre bribeu a^iffcrentialglcic^ungen ber erfien DrbmutB flub 

«IIb liefern burc^ ©fimination üon a unb b iciebrr bie ges 
geflebene ©feic^ung. !Diefe ©Ici^ung fle[;ört nic^t allein ber 
genannten @bene an, fonbern anä^ jeber ein^iiSenben Stäche, 
welche aDen ßagcn biefer (Sbene entfprid?t, wenn man bies= 
felbe bnrd^ SSeränberung ter Sonflanten a nnb b [xdj bt^ 
roegen (äfit, o^ne ba^ fte anf(;(}rt bnrc^ ben ^nfangapunft 
ber Soorbinaten jn ge^en^ meiere dläijt angenfci^einnd) eine 
jtegi(f[äd;e i% beren ®p'\^t im ^(nfangapuiiltr ber (Soorbi^ 
naten liegt. ^JJlan erhält il;re ©leic^ung, n>inn m(^n b = (p(a) 
fe^t unb fobann a au8 btn beiben Gleichungen eliminirt 

fla? 4- 1> W • y — * = iinb of H — -^^ y =^0. 

®ie jweite (Sleit^ung gibt — gleicft einer Function t?on ä, 

ober a glcid^ einer gumtion ton-. 2RitI)in er^Äft man 

mi9 ber erpen ©teic^ung -^ glei^ ein^r Function Don — , 
übertinfiimmenb mit brm Obigen^ 



10* 



148 XXXVIIL m^ä^nitt. 



itttttg; Qotn rrfleti @ra^e unb mit cQnfiantftt ^oeffieientett, 



§. 487. I)iefc ®[ei(^iingcn uerbieuen eine befonbere 
Sfufinerffamfeit, weil man mit itjrcr ^ülfe im ©taube Qt^ 
mefen ift, in ben einfac^fien f^äflen, bie man als ^lormaf^ 
ftiße anfeilen fann, bie adgemcinen ©cfe^e ber t^auptfäc^lic^' 
Pen ^I)änomene anSjubrüdfen, beren ©rforfri^ung ben ®e» 
genfi-anb ber Staturttiffenfc^aften bilbet. @ie flnb üon ber 
eigenttiümlic^en SBeft^af entjeit, ba^ ißnen immer bur^ eine 
unenblidje ajlenje befonberer SfiijTöfungen ©cnü^e geleiflet 
lüerben fann, weli)e in einer elnjigen Formel enthalten 
flnb) biefe Wormel fann nlfo gcmiffer SJTa^cn wie ba9 
nnal^tifc^e ©ifb berjenigen Sigenfcbaft angefe^en werben, 
t)on welci^er bie Differentialgleichung ber 2fu8brudf ifl. J)er 
Inbegriff biefer Wufföfungen liefert fofort ein aUgemeineö 
Sntegral; in »fiesem wiüfürlic^e ®röf en Dortomjnen, beren 
SSeflimmung Don ben einem jeben Satte angcijörenben be- 
fonberen S3ebingungen abbängt. 

Sinan betrad)te j. 93. bie ©feicbung ber jweiten Drb^ 
mmg jwifc^en ben beiben unabhängigen SSeränbrrli^en a?, 
y unb ber SBeränberlidjen z,. wtldjt al8 Function ber bei- 
ben anbeten betrautet wirb: 

tüo P, Q, R, S, T beliebige conffante ©rögen bebeuten, 
?ffö befonberen SEBertl); weli^er biefer ®Ieid;ung ®enüge 
leifkt; f)at man 

wo m unb n ßüuflanten bejeid)nen, üorauögefefet, bafi biefe 
(Sonpanten felbp ber 83ebingung0gfeie^ung genügen 



35a a6er öiefe ®feid)ung eine üon ben beiöen ®rößen m 
!Ui5 « im^fHmmt täft, fo gibt eS cittf tlhenbfic^e 9Reng* 
t>oti @l;ftemen reeller ö&er imaginärer SBert^t, welche tiefen 
beifceu ®röfen beigelegt toerben fönnen uttb immer bie 

Uorberitng erfüllen, baß ber ?tn9brucf z = €f'**+^ ber ge* 
gebcnen ®[cid^ung ®eniige leijlet. 

J)iefer ®Ieic^img gefc^ie^t gleid^faffS ®enüge burc^ bie • 
@umme einer beftebigen Wnjal)! Don Söertfjen, n?efcbe bem 
Rurigen äbnfic^ jlnb unb üon benen Jeber mit einem belie^s 
bigen confianten Socffidenten bet^aftet ip. 93tan fann alfo 
fdjreiben 

iinb biefer Sfudbrud tcirb ba^ allgemeine 3ute^ra( ber gege^^ 
benen ®Ici<^ung fein, wenn bie Steige atte (S^fleme bct 
SQert^e t>on m unb n nmfaf t, meiere gleichzeitig ber einigen - 
SBebingung^gteic^ung ®enüge t^un. Xae conftanten (Eoef^^ 
cienten Ä, Ai , Ä%, it. bleiben ooUfornmen nnbeflimmt* 
S>iefer WuSbrucf Don z muß angefeben merben mie htw^ 
fetben ®rab Don ^(Igemeinl;eit beft^enb, kDel4ien bie S)if e^ 
tentialgliei^ung fe(b{} ^at 

SJlan fann biefe SBetracbtnngen leicht auf nlle 5Dijfe* 
rentialg[ei(^ungen dou berfelben ®attung au9bel)nen, mie 
groß auc^ bie ^nja^I ba unabhängigen SSeränberli^en 
ober bie Crbnung ber ®Ieic^ung fein mag* 

§. 488. S)ie Aufgaben, welche bis je^t bur^ bie 3n* 
tegration partieller 3)ifferentia(gleicbungen be(>anbclt morben 
iinb, gehören bauptfäd)licb ber Stjcorie bix aSwegung bet 
SBärme , ober ber SJle^anif an. 3n ben «ufiiaben ber 
erPen 9frt betrai^ttt nian bie Sem)[»rat\ir in eintm gegebenen 
fünfte eines Äörperö nie eine Function ber ^i'xt un^ ber 
brei Soorbinaten biefes ^punfts. Xie ^iffeientialg(eid^n»g 
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tiedeii S)iffereatia[Der()ä(ttiif[eit biefet Function {lattfiiibm 
müjTei^ 93e}ie^ungen, mli)t itmnittelbat and 5em ©efe^e 
btx Snitt^eUtiug bex 9Bärme ^ttDorge^en, unb aden Vuf^ 
gaben gemei|if(^aft(ic^ {tnb. 3)ad 3utegral mu^ biefen 95€^ 
jie^UHgeu @tni'tge leiten, au|ei'bent aber ax\d) getpijTeu be^ 
fonberen Sebingunflen; toefc^e ab[;ängifl ftnb \>w ber ®e|lalt 
be§ Äörperö, üoii ber 9frt ber grmärmuufl ober ©rfältung, 
uub tnblii) ocn bem anfänglichen @tanbe ber Temperatur 
in ben üerfd^iebenen fünften. 3n btn 9fufgaben berSRes 
c^anif^ mo man bie 93en7egung eines @9flemS t)on^&r))em 
betrachtet, werben bie üeränberlic^en Soorbinaten ber^unfte, 
ttjel^e ibren Drt üerlaffen, wie Functionen ber 3fit unb ber 
anfänglichen Soorbinaten biefer fünfte angefe^en. 35ie 
Differentialgleichungen brücfen bie allgemeinen ®efefte ber 
SBemegnng auö! JMe Sntegrale muffen bitfen ®fei(i^uugen 
©enüflc leiffen, ferner ben befonberen SJebingungen beS 
@l;ffem8, tnib enbfic^ mftffen jle, trenn man barin bie Seit 
gleif^ 9luC fefet, ben ahfänglit^en 3uilftnb ber fUnfjt ober 
©etüegung barffeCen, in wefd^em ba9 ©ijffem fli^ in bem 
Äugenblicfe befunben f)at, üon meiern bie 3eit gertd^net 
wirb. £)ie na^fo(genben Aufgaben mbgen baju bienen, 
t)on ber «rt, wie in btn einfat^ffen gäOen biefe Sntegrale 
flc^ geffalten, einen ©egriff ju geben. 

§. 489, gjlan benfe ^i) wie im §. 448 einen c^Iin* 
brifc^en ober priömatifc^en ©tab, beff^n Dicfe fe^r gering 
iff. Ziffer @tab, welker eine beffimmtc 8änge befi^t, fei 
anffingli^ auf irgenb eine SQeife erwärmt worben, unb werbe 
barauf in ein SBittel Derfefet, beffen conffante Temperatur 
Slull ifl; unb in weitem bie beiben Snbpunfte bea ®tabe6 
g(etc^fall9 beflAnbig burij^ trgenb eine Urjfac^e auf ber Sein« 
peratur 9Jutt erhalten werben. ®ö wirb geforbert, wS^renb 
ber ®tanb ber anfänglichen Temperatur be9 ®tabed gegeben 
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i(l, feu SSerdnbentngen attdjumittriit , meldet bit %impexap 
. turtii 6er tedjiiitbtmn fünfte nit 5cm WAan^ ber deit er> 
leibeti; bid ba^in, tvo btr Ueberftt)up t)Oii SQärme, a^etc^m 
ber @tab ent(;ä[t^ in baS umgtbenbe aJlittel tntto'idjen iji 
imb mithin jene 3;em))fratiireu ftc^ fämmtlicb auf biedern«: 
pttatnx beö 9Jlittefa fef&fl reburirt l^aben. SWan nenne 

Q ben Querfc^nitt bed @ta6e&; 

Y ben Umfang biefee £luerf(^nittd j 

X ben Wbflanb eines beliebigen Qnerfc^nittd t?on bem 
einen @nbe bed @tabe6 > 

bie £em))eTatur in biefem Qnerfc^nitte nac^ ^fbtauf 
ber 3rit /> 

a bie Sänge beS ©tabed;; 

K unb jT bie innere unb bie an|ere Seitnn^dfä^igleit^ 

C bie fpecififc^e SBärme^ 

D baB &twid)t ber @in^eit bed SSotnmen. 

X)ie äBärme ge[)t Don ben ermärmteren Steilen bed 
®tabed über jn ben minbrr ern^ärmtin, n)ä^renb {le jugleic^ 
entweicht, jnm S^eif bnrc^ bie Dberflädje beö ©tabee in bii6 
umgebenbe 9Jlitte(; jum %f)til bnx6) bie beiben @nben bed 
©tab{6, mefdbe beflänbig auf ber Temperatur SluII er^ialten 
n)er^en. 83etra(i^tet man biiö priömatifc^e ©(erneut, bt^m 
Sänge dx unb beffen SSofumen Qdx ifl, fo mup bie Sems 
peratur biefeS ©tementS f\dj in ber 3eit dt er^ö^en um 

^ dtj mithin wirb ber Ueberfc^uf ber empfangenen SGBärme 

über bie verlorene SBärme, in berfelben 3eit, betragen 

/in 

CDMds.^di. 5fber oun anberer @eite beträgt bie SBärme, 
lt)e((^e b(\^ (SIemeut in ber 3eit «(^ biirc^ fein eined @nbe 

An 

aufnimmt/ -^ iif.a^A-, ferner biejenige, meiere eö burd^ 
fein auberee enbe entläßt, - ^ '^(j^^-^i^^^y "»'^ 
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t)ie]€iti^ie, \mlijt ed bnnb ftineOberfläc^ocrlurt, ll,ydx.vdij 
fotfXf i^l niii^ bi( SBi'irme, todc^e in bem Slemtttte pxxMblnbt, 

bttxa^tw ^/Tß ^3 — «TyA rfa? rfr. ©efct man biefe SBär::: 

memenge bevienigea oleic^, melii^e nöt^ig iß^ um bie in 
bem @(emeute jlattfinbenbe @r^t)^un() bet Temperatur ^er^ 
üorjubringeti; fo fommt 

ober wenn man jur Sfbfürjung ^g mit k unb ^ mit * 
bejeic^nef^ 

welche partielle SJifferentialgleic^ung mithin ba9 ®efefe ber 
©eweguiifl ber SEBärme in bem ®Xobt auSfprit^t. *) 

35iefe ®Id(^ung nimmt eine einfachere ®efiaft aw, wenn 

man fe^t v = u e , xoo u eine neue S3eränber(i(^e 

bebeutet) pe Derwanbelt ftc^ fobann in 

^ . rf^ 

dt ~ dx^' 
®emä^ ben §. 487 geft^ie^t biefer ®Iei^nng buri?^ ben 

befonteren 2Qert§ u = ^••*+^ ©enüge, üorauSgefe^t bai bie 
Gonfianten m unb n ber ®IeicI)ung entfprec^en n = km\ 
S)a6 allgemeine Sntegraf wirb atfo 



*) 9Bia man bie aSert^etlimg ber 98ärme in bem ®tabe für ben Satt 

fennen lernen, u>o ber SBe^arningfjuflanb ber 3:fmperaturfn einge« 

dv 
treten fein »irb, fo (at man — ss ^u fe|cn, toobuTt^ »ifbcr bie 

^letd^ung be« J. 448 entfielet. !Die bter bottommmben Q^xhfm 
k unb A finb, tote man leitet ertennt, brn glei^beiei^neten ©röfen 
oc6 |. 448 proporttonirt. 
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tüü Mc (Sonffanten m, m,, «h, 2C. unb A, Ai, A%, k. üot« 
fommen iuibeffimmt fiiib. 

§. 490. 2)iffe6 Sntfgral gcijört, gfeic^mle bie 35iffercu* 
tialgleid^ung, ju oOett tfiifgaben, meiere MefBemeguttg bet 
SBärme in einem pridmatifc^en @taN üon fe^r geringer S)i(Ie 
betreffen, rpenn biefer @tab fic^ in einem 3)litte( üon con- 
flanter Temperatur befiubet. 3n bem üorliegenben Satte 
mu^ überbied nod) tzw beiben S3ebingungen ®enüge ge^? 
fc^e^en: 1) ba^ ber ©ertf) üon v, unb folglich awi) ber oon 
i#, in \^z\\ beiben ©nbpunften be9 (Stabes b. ^. für a? = 
unb a? = a ju 5Rutt werben 2) ba^ für / = ber ?fuöbrucf - 
uon t? mit bem anfänglidjen ©tanbe ber Temperaturen über* 
einjHmme, ben man fi^ unter einer Sorm »ie p =» <f (j?) 
gegeben benfen mu^, mo (p eine üoDfommen n^ittfUrlic^e 
Function bebeutet. 

ÜE)er üorpeljnbe Sfuöbrud entfpric^t nlc^t ber ©ebingung 

ta% tt=0 werbe fi\r a?=Onnb x=a, fo lange man für bie Bat)- 

' len m, mi, m^, 2C. reette 8Bertl;e annimmt. SBenn man biefcn 

3a^(en aber bie imaginären SEBert^e «K— 1, niiV^X, 
mtV^^i, 2e. beifegt unb für bie imaginären gyponential«^ 
großen i^re SfuSbrücfe burc^ @ifiu8 unb (Sojtnu6 reefler 
Sögen an bie @teOe fe|t/ fo erhält maxi bie Sormel 

ti = (il sin 9KV -f~ ^ ^^ »w?) ^~*^' + (-^1 sin miX + Bi cos j»iir) ö""****' 
-f- (A2 sin m,a? -|- B2 cos «ha?) e~*** ' + 2C., 
in toel^er mmt, um ibr jebe juläffige Sfllgemein^eit }u betuab^: 
ren, ben ©fiebern sin ma? . e"*"*'* unb cosiiw?.e~*"*', unb 
ebenfo allen fofgenben, gefonberteSoefficienten geben muf, weil 
tiefe ©lieber einjefn genommen; n^coon man ftc^ feiert Ubergeu:: 

gen fann, ber J)ifferentiafgteid^ung 5^ = * ^j (Senfige ttjuu. 

^ber in bem befonberen SaKe, mefd^er f}ier t^orliegt, mu| 
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man njjt^wenWfl attc ßoeffltlfiiten B, B^, B^, :c, iUxd) Sluff 
a«ne^mfU3 beim bie ©(ieber, meiere mit biefen (Soeffiaenteii 
bcfiaftet jtnb, fönnen nic^t ju Stall totxbzw, menn man a:^0 
fcfet es bleibt affo nur bftieniflc %\)t\i beö antegraiS übrig, 
welcher mit bicfer Scbingung btjlrticn fann, nämU(^ 

Sott nun mic^ ber anbeten 93eblngung ®enüge geft^e^en, 
beiß tt = werbe ffxr a; = n, fo ^at man nur nöt^ig, für 
bie Ballen m, mi, m^, it. genaue SSielfac^e ber Ijalben ' 
i^reiapeript;erie, biüibirt burc^ a, anjunet^men. 9Jlan wirb 
alfo fc^reiben 

kn* 4*71» 

I 

-4, siD — .e + 2C.. 

unb wenn man jic^ biefe aiei^e in8 UnenMidje fort^efefet 
benft, fo bietet ba^ SHefuftat ade mögliche SfUgemeint^eit bar, 
mit 6inf(f|ruß ber ©cbingnngen, ba^ ber SfuSbrudf ' für u 
ber 3)ifferentiatgreicbung (Senüge leijle, unb föta?=Oimb 
x = a ben SBert^M = liefere. 

§. 491. @8 muß jefct not^ ber jweiten 9Jebingung 
©enttge gefc^e^en^ ba^ nSrnfirf), wenn man r«=:0 fe^t, wor=* 
aus fic^ ergibt » =« i# unb 

u = Ai sin H A2 sin h -a. sin f- 2C., 

bie Steige auf ber redeten @eite biefrr (Slnc^ung, ina llnenb« 
fic^e fortgefefct, ben SBertl) ber gegebenen unb wiflftirlii^en 
Function c()(a?) wieber hervorbringe, burc^ welche ber anfangs 
lic^e ©taub ber Temperaturen bargefieKt wirb. 50lit anberen 
SBorten, es muffen bie goejfirientcn A^, A^, A^^ ic, wefc^e 



I 



bis je^t toitfQtfl^ Utibnt, bmi) bit fBebingutig fHrfKmmt 
»erben, bap bie ©kii^ung 

(p(a?) = Ai sin f- J, siii }- i4, sin 1- 2C. (A) 

für jeben SBertt) ber Jßeränberllc^eii x innet^alft bet ®rän* 
jen x = unb a? = a ©üftigfeit be[;arte. 

SJlan benfe jlc^ bie Sänge a beS ©tafceS in n -|- l 
gleiti^e Steife gettjeift, wu w eine ganje 3a^I bebentet, wefdje 
unbegränjt trac^fen foll, unb bejeic^ne mit a?,,a:,,a?s; ...a?« 
bie «fbfclffen ber S^eilpunfte. ©ilbet man bie ®Ui(^ungen 

K^i) = A sm ~i -j- ^ sin ^ + ^a sin i -|- -|- il« sin \ 

J7a) = iii Sin — - + A% sm — ? + A^ sin ? + 4- i^n sin — -, 

Kar,) = At «in H? ^ ^ gin ««^s -+.^,,10?!^ + -j- ^. sin ^, 



}{xn) = Ai Sin [- i4, sin — - -j- ^4, sm — --{- ......+-<*» s"" — ^/ 

fo muffen aKe biefe ©leic^ungen 6e|le(}en, unb man fann 
au6 i^nen bie SBertfie ber Soeficienten Ä^, A2, A^ . . . A^^ 
herleiten. Um bie glimination auSjufüfiren, meldte ben 

aOert^ beS Soefficienten Ay, gibt, ber ju bem ©liebe 4* »ia-— 

gehört, ittuftiplicire man bie erfte ber i?ürjlel)enben ®Ui^ 

lijungen mit -^ sin !^^, bie jweite mit -^ sin ^^^^, 

bit britte mit ^^ sin '^^^ u. f. f., enbli^ bie fcfcte mit 

-±_ sin ^^, unb abbire fämmtUi^c ©(eic^ungen. Stimmt 
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mm fotann i>ie 3a^l n ttnenblk^ gre^ au, fo toixb bai 

3ntertjflII -4-r einerlei mit bem unenbficb ffeinen gtement 

Af. Serner: 

1) 3)ie Summe ciHer ©lieber auf ber linfen ©eite bie= 
fer ©fei(^ungen faßt jufammeu mit bem beflimmten 3nte=: 






fuu? 



flral / rfa?.sin -*^. (p(a?). 

2) JBejei^uet man mit Ay sin — ein ßeliebigeö ©lieb 

auf ber rechten Seite ber ©leic^ung (A), fo rcirb feie Summe 
aller correfponbireuben ©lieber in ben üorfle^enben ©lei- 

t^ungen einerlei mit A / rfj^.sin'^. sin — , 

3) ©nbfic^ beträgt bie Summe aHct ©lieber, welche 
ben So^jficienten A^ enthalten, A^i dx Tsin ^'^J . 

2Jtan bemerfe nun, \i(\% \><x% befHmmte Sntcgraf 

Od?, sin - — .siD — 



/. 



" " 

bell SBett^ 9lti0 ^at, fo (ange fi nni> v }tod oon einaitbrr 
uerf(i)ieb(ne gaiije 3(i^(ett bebeuteit, toei( ed näni(i(^ etnertri 
ifl mit 

\ [cos (f^-^ - cos Öii^J 



t/> [ 



aSenn bagegen bie B^fifen |i unb v einanber gteic^ jinb, ober 
baö Sntegral tjorfiegt 



J 



fc finbet man ben SBertb beöfelbcn flleii^ -. * ÜJHt^in '^nt 

bie angejeiflte Operation alle ©lieber auf bct regten ®cite, 
mit Sfuöua^me eine8 einjigen, jum SSerfc^ttinbcn gebradjt, 
uiib eS bleibt jur ©epimmung brd gcfud^ten ßoeffirienten 
nur bie ©leitbung 

yrfuz.siu !— . q)(ir> = A^. -, 
ö 2 



tüorauö folgt' 






rfj?. sin ^^. <p(^*) 



« 



nie alTgemeiner 9Pu8brui für bie ßoefficienteu auf ber redeten 
©eite ber ©leic^ung (A). 3e^er biefer Soefficienten it?irb 
a[fo bureb ein befHmmteS Sntegral gegeben, unter beffen 
Seiten bie mitlfürlit^e ?function (pfa?) üorfommt. ^Ciefed 
Sntegraf fteOt bie; fSfäcfte einer 6urt?e bar, welche man er= 
^äft, inbem man in bm SnterDatte jttjifdjen j? = unb 
x = a bie rorrefjjonbirenben Drbinaten jtreier Surüen mit 
einanber mfiltiplicirt, bereu ©lei^ungen pnb y = (f(x) unb 

y =5 sin ^, X)er SBcrtt; biefea 3ntegral5 faun immer be* 

rennet »erben, üoraudgefett, bi^^ ult^t inuer^afb beö ange* 
jeigten 3rtterüaö8 bie Orbinate unenblic^ gro^e Söert[;e an^ 
nimmt, »er(^«r Um^anb jeboti^ bei ben |?^^fifalif(^en Sfufs= 
gaben nlcmala eintritt, bei beuen biefe Ätt^mingcn ?f«* 
menbung flrt&en. 

35ie ®[eit^ung (A) mirb je|t (wenn man ju gtöperer 
Deutli^feit unter bie 3eic^en ber beflimmten Sntegrole eine 
neue SBeränberli^e a an bie @telle t)on a? fe|t) 
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(p(2r) = -l sin — I aa.sin — . (p(a) + sin — I aasin — 

, . 3aw? / j . Sota / \ i T 
'""^ /o "" -^ •*(«) + «Ji 

ober au^, abgefftrjt, 

WO fx baS deichen fttr irgenb eine gattje 3a^I ip. SRan 
fann übriflenö betocifen, \iQi% eine folc^e Sleitje, mie auf ber 
regten Seite biefer ®Iei^ung bargePettt ifl, immer contjer* 
ßiren mu^, toie auifi ble toittfürfit^e Sunction (p(a?) bef(^affen 
fein m«fli b. t). bie ©umme ber (Stieber wirb, je größer 
man bie ^x^yx^X berfelben annimmt, bef^o nte^r jt^ einer ^e^ 
trimmten ®rän^ nähern, noeldie mit bem SEBert[}e auf ber 
linfen @eite biefer ©(eid^ung übereinflimmt, Dorau3gefe^t 
\i(x% man ber S3eränber[id)en x mir fo((^e äßert[)e beilegt, 
bie jwif^en unb a entölten jinb.*) Sfußerl^alb biefc6 
SnteroaDed nimmt bie rechte (Seite ber @fet(^ung periobifc^e 
SBert^e an, welche im aOgemeinen nit^t me^r mit ben SDSer^ 
t[}en ber winfttrlic^en Function (p(^) fibereinftimmen. 

68 mag nid^t überflttjfig fein \\\ bemerfen, ^^% man 
fi(^ nid^t gepatten barf, auf ber recbten ®eite ber ©leic^ung 
(A) irgenb eined uon ben ©fiebern aus ber 9lei§e ber @inHS 
(t«0 julaffen 5 benn biefe SBeglaffung würbe iitva gefugten 
3ntegrii(e bie nbt^ige Sfllgemem^ttt nehmen, h^ bad 3niegrar 
immer, o^ne irgenb eine Vudna^me^ aKe ana(l^ttf<|^en ^vA^ 
brüÄe umfaffen muj, welche fowofif ber Differentialgleichung 
ald ben befonieren SBebingungen ber ^Tufgabe entf)>re(^en. 



*) 3)iefer JBrtDri« ^nbtt fü^ am Sc^Iitffr birfrf 9U»ft|^nilt«, Gritr 165. 



SBodtc man j. 83. 5a8 ®ficb A^ sin — tüegloiR'fn, fo \mxbt 
man Imij 9)ln(tipncatioii 5er beiben (Seiten bet ®[eic^nng 
(A) mit rfiP.sin — nnb 3ntegrcition Don a? = 6i8 :r=: a 

bn8 Sflefnltot eriirtlten / dx . sin — . (f{x) = 0, ttjeld^eS 

niig«nT(!^eittti(l^ xHijt aOfgemein fefpef^en Fnnn, fonbem nur 
für gemiffc befonbete Sonnen btr Snnction (f(x). 

§• 492. 3n Solge ber oerfle^nben (SnttDidehui^ finbet 
fiä) bie üeränberlic^e £emt)eratur v ber oerfc^iebenen fünfte 
bed @taM au^grbTüdt bur(^ bit Sormel 

11-=: f «-/ ^ 







wellte bie gegebene Shifgabe tottjlänbtg auflöft. @ic jeigt 
alfo an, auf welche SBeife bie SBörme fortfc^rritet unb fLi) 
in bem @tabe oert^cilt. S5ic auf einanber folgenben ®i\t^ 






ber brr Steige |lnb mit ben Sactoren e , e 

B , 2f. behaftet, weldje p(j^ fämmtlic^ für I :«: önf 

bie ©in^eit rebuciren, bagegen, fobalb t junimmt fe^r un« 
ßfeit^e SBert^e erhalten, unb üom erffen (Stiebe art geredjnet 
br^o f<l^ncQet obue^men^ |e gri)|rr bie 3eir t geworben ifi. 
S)atau9 9^t ^en^or; ha% mit bem STblouf ber 3eit bie 
legten ©lieber Hx Steige naci^ unb wai) oerfc^n^inben, unb 
ha^ mithin batb bie Steige auf i^re beiben erfien ©lieber, 
ober felbfl and^ auf ifjr erfteö ®fieb allein rebucirt werben 
(a(nn, fo ba| man Mo^ ^t 






«) = -. e . sin — I da. sin . (p (a). 



a 



VL i 



SBie tviUfätfiif^ mb regeHod a(fo au^ ber niiffinglit^e &tanb 
bet Setnf)craturcn gcmefcn fein mag, fo tritt boij fe^r halb 
ein ©tteben nac^ berjenigen SBert^eilung ber SBärnie ein, 
meldte burc^ biefe !?otmeI auSgefjjrod^en tüirbj b. ^. nac^ 
einer folt^n SSert^eilung, too bie Scmperatnrcn bcr üerfii^ie* 
benen ^nnf te (^roporttonnl ftnb bux @innd ber S^ögm, meiere 
ber ^albtxüQ in jlc^ entr^äft. J)icfe ^rofjortionafität änbert 
flt^ bann nit^t n^ftter. 35ie Semperatiiren affer fünfte [nu 
fcn äugleic^; unter ®eibe[;nltunfl bcr ncimlic^en Ser^äftniffej 
unb in aller ©trenge mirb erfl nac^ einer unenbfitJ^en 3eit 
jeber Ueberfc^u^ üon SBärme, ber in bem (Stabe gegeben 
mar, entwichen fein, unb jeber ^unft bie Temperatur 9lutt 
beSSRittelö erlangt ^aben, in welchem [\d) ber (Stab befinbet. 

§. 493. aitan erfennt übrigens leicht, bci^ bie i)orfte= 
^enbe Sfuflöfung, infofern fie fomel bie anfänglidjen Tempe- 
raturen barfleüt aU auc^ ber Differentialgleichung ®enüge 
leiftet, bie einjige mögfidje ifl, ober baj^ jebe anbere Sfuflö* 
fung nidjt üon itjr oerfc^ieben fein fann. (Sobafb nSmfic^ 
ber anfängliche (Staub Vo=^if{x) ber 3!emperaturen gegeben 
ifl, fo bejlimmt bie 35iffcrentialgfeid)ung, auS rretcber man 

ben SBert^ bt^ ©ifferentialoerbältnijfeö^-^ erl^äft, bie %m^ 

peratur v^+ -^A/ = u,, jrefc^e nact) 9fblauf ber 3eit Af 

in jebem fünfte ilattjtnbet; mit einer bepo größeren ®tmn^ 
igfeit, je Heiner Ai ip. @ie benimmt ebenfo bie 3^emperas= 

turen t?a=»i + ^*A/, t?s=»a + '^^^ß ^c , t\)tlä)t nai) 

ben Seiten 2Ar, 3Ar, 2c. eintreten. 91un gibt ber obige SfuS« 
bruÄ, ba er r=ro für t=0 fiefert nnb ber S)ifferentiöl^ 
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gleic^ttng ®enfige leitet^ au0enf(6riti(i(^ fttr i^M, ober 
^==:2A^, ober ^3A/, 2C. bie ndmßc^eit SBert^e Vt, v^, vs, n., 
W0 baS SnteroaD M umMi^ fleiit borauSjnfrj^n i^. 9Jltt^ 
^tn ifl bie tfuflOfung nur mtf eine SEBeife mögCic^ , nnb 
not^rDeni)tg burc^ bie obige Sormef auSoebrttdPt. 

§. 494. ^I§ jtocites S3eifpie( bietu bie ^Tufgabe, bie 
@c^toingungen eines gefpnnnten habend jn beflimmen, 
ttjeldber in feinen beiben ©nbpunften befefiigt ift. SJlan 
benfe jlt^ ben ?faben anf irgenb eine 9Beife fln§ feiner na^ 
türlie^en gerablinigen ßiige gebraut, «nb allen feinen ^nnfttn 
irgenb toclc^e ©eftfewinbigfeiten beigrfe^it} es ^nnbelt fl(^ 
fobann nm bie SSefKtnmnug beqenigen SBetvegnngen, n^elc^e 
biefe ^nnfte annehmen. Um größerer ©nfat^beit wiQtn 
foff fejlgefefet werben, bnf alle ^eiregungen in einer gbene 
Dorge^en , nnb baj bie Sfnöweic^ungen aller ^nnfte üon 
ber gtroben SBerbinbungdlinie ber beiben feften @iibt?uitKe 
fefjr Hein aiißfaHen, fo ba$ man bie ^oberen ^otenjen ber 
Saufen, weldje biefelben barfteden, üernac^fäjfigen barf. 
2Jlan bcjeit^ne mit 

X bie 9fbfciffe irgenb eines ^unftö ber ßurüe, toelcl^e 
bur^ ben Saben gcbilbet n?irb, nat^ Sfbfanf ber ätxt rj 

y bie Drbinate birfcö ^nnftö i 

a bie Sänge be6 Sabcnö jmif^en feinen beiben fepen 
6nbf)unftcn } 

p ba^ ©emic^t ber ßängeneinßeit bcS fSabenöj 

P ein ®tw\^t, gleich berjenigen Xta^t, mit mldjtt 
ber "Sabtn gefpannt roirb^ 

g bie @ef(^minbigfeit, ttJelc^C' eilt fallenber Körper in 
ber 3eiteinl)eit erlangt. 

®ie Sewegnng eines Jeben ßängenetementS beS SabenS, 
beffen ©ewi^t bnrci^ pdx nnb bef[en SDlaffe bnr^ -ds auS* 
gebrüA werben fann, (Af t ^d) beflimmen^ inbem man biefeS 

9ta^Ux, ^if.« unb Sniegralt. Il.^anb. 1 1 
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firmem mt einen frrim nuititirlcn ^mift m^ri^, anf 
wAdfm biejiniigen Stxiftt tinwixhu, tvdd)t and femet SBei:^ 
Mnbnug mit ben Ittnrigm XfftVbtn bt^ ffabtn» ftc^ erge^ 
ben. äOtiU man (d\o bie SBeioegutt^ bed eimentd im 
@inne 5er 9 beftomen;. fi^ tcirb tnnn 6eoc^etu^ ba^tn«' 
möge biefet ffiecKitbunfl, na^ Sfblotif ber 3eit I, baö gle=^ 

meut an feinem etnert (gnbe biinl^ 6ie (Seltniftaft F~ 

btx Spannung P bed i$aben&^ {laraDet ju bet Vc^fr ber ^ 
nac^ ber Wc^fe ber x ^in bewtgt mrtb^ an feinem anbrreii 
6nbe bagegen bnrc^ biefelbe @eihnhaft, um t[>r X)if errntiat 

tjerme^rt, b. f). burt^ bie Äraft ^ (%'i'^) ^^^ ^^ 

Sfc^fe ber a? entfernt mirb. Daa (glement jlc^t olfo, im 
@inne ber Drbinate y, unter ber S*inn>irlung ber 2)if erenj 

biefer beiben Jlrfifte, nfimHc^ P^, mb folQlidf toxxb bM 

®cfefe feiner SSemeguufl auSflefprodjen burc^ bie (Sleicfeung 

9 di^ dx ' dt^ p dx^' 

mel^e für äffe ^mfte beö gabeits ©ültigfeit \)aUxi muf. 
§. 495. Ibmxi biefer tDtffnrentiafgleictung, nnt^ §. 487, 

burc^ ben befonberen SBert^ y=ö*""+-*^ (Senüge gef^etje, 
muffen bie ®röfen m unb n bie Sebingurtg erfüllen 
n« = *«m >, morauS w = Jt: *»», 

»0 ^ »bf ürjnng ft patt -|/*^ gefefet toorfeen ifr 2Jlan 

fann affo eben fonpol y = ^"(«-f-*0 ^j^ y ^ ^«(«-^o „^^^ 
men, mo ber Söert^ bon «i noc^ mifffüra^ bleibt S)arauö 
aber folgt, baß baa allgemeine 3ntegral ber üorjle^enben 
@Iei(t)ung anögebrtttft h^irb burclj 



tontmtu tüxülüxiii) ff«5, gteii^ mie A, A^, A^, ?f. unfc 

Um nun Siefe (Sonflantcn auf eine SBeife pi beflimmen, 
tvildfe btn S3ei)in()ungen bex gtg^benen Vafgabe gemA^ ift^ 
mup juerft bie Drbinate y in ben beiben fcpcn @nb|)imftcit 
beö Sabrnd, b. (). für a; = Unb x = a, bcn SBert^ 9lull 
önnef^men. Damit bic8 aber gcfe^e^en fönne, mu^ mau 
ben ßonftantcu m, m^, ma, :c. unb n, «,, n.^, 2C. imaginäre 

SBert^e beifegen, ober man muß patt ^"(*"^"*'^ fc^en 

cos m^x-^-kt) -|- K — 1 . sin m[x-\-ki) 

b. f). 

tosmxcosmki — mninx$hfiAl'\- V — 1 .(wmmxcotimkt^cwiikvsinmkt), 

tinb flatt ö*^*^**) muß man fe^n 
cos nxco8nk(-\-sin nx sin nto-f K—T. (sinnjrcosfiÄ^ — cos tu? sin nJfcf), 

unb ebenfo in ben übrigm ©tiebenu ©obauu muß man 
bie Ofiebtr weglajfen, meiere cosma? ober cos «jrentbaFten, 
njeU blefe für a?=0 nit^tSflulI merbenj unb in ©etreff ber 
©lieber, tDeft^c sinoM? ober sin na? enthalten, muß man 
für bie Sonflanten m ober n SSieffac^e htx t^alben Äreiö* 
Peripherie, biüibirt burci^ a, anne[}men, bamit biefe ©Heber 
für ii?=a üerfdjminbcn. 5Jlau erhält affo ata gefutfttcS Snte:? 
graf, in&cm man bni ©fiebern, meiere für fuj ber S^iffe^^ 
rentiafflteic^ung ©cnüge feijleu, befoubere Soefftcienten gibt, 

t/ = AiSin — cos -> — [-Ai siir cos |-ii.«sin cos f-jc. 

-4- Bi sin — sin- — f- Äa sin — ' sm f- Bs sin — sni — ^ + :c., 

unb hierin bfeiben nur ni>c^, burd) SBetrad^tung be§ an? 
fäuglic^en 3>ufianbeS, bie Soefficienten Ai, A^, Ä^^ u. unb 
*j, *!/ i^i-, 2C. ju beflmunen. ' 
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§. 49t). ^\m uefjmc ju bcm ©nbe an, ba^ in bm 
?CuflenbU(fe, in »cldjem man bie 3eit jn iä^Icn anfftnflt, 
1) bic ©effalt 5c§ 3a^fnö auögebrütft werbe burc^ Ne®fei« 
t^ung » = <p(^)/ nnb 2) bie ©efc^rcinbiflfeit in jebem feinet 

^nnfte anöaebrftdft merbe bnrc^ bie ©feit^ung ^=^(^)/ 

wo <p nnb t|) üollfümmen midfürfit^e Sunctionen bebenten. 
S)nmit ber obige ^nSbrnrf fic^ bicfen 35ebingungen iUifd)Iie|e, 
muß mnn tönten 

<p(j7) = Ai sin 1- ^2 siD [- -4s sin |~2C. 

jr)=^, — sin - + Ba sin \- B, — sin f-2C. 

öu8 weldjen ©feic^ungen bie in 9lebe ffefjmben ßoeffirienten 
iinf iH)nnrf}e SBeife, nne im §. 491, fic^ beflimmen la^tn, 
Xer Doöpänbige 2fu8bnidC ber Drbijiate y wirb 



Q C^ . U107 LUCfff 1 

V = — Ni sin --- cos — — / 










-T W — ^smi-— hin^- — / rfa . sin ^-— .tl)(a). 

S)iefer SfuöbrndC Iet;rt, bQi% bie 85ewegung beS Saben8, 
wie cn\i) ber anfänglidje Buftanb beöfelben befd)a|fen fein 
mag, immer angefe[;en werben fann wie ber Snbegriff einet 
unenblic^ großen Sfnja^l üon einfachen fc^wingenben SBewe^ 
flungen, bie fic^ fnmmiren, nnb üon benen jebe burd| ein 
®fieb ber beiben Sleitjen auögebrfidCt wirb. 3ebe biefeV ein^: 
fachen fc^wingenben ^Bewegungen liefert fletS wieber bie 
nämlichen SBert^e üon y, mit abwec^fefnben SBorjeic^en, 

wenn bieSrit i um ^ ober ein S3ieffa^e8 t)on -^ junimmt^ 

mit^nn ifl bie ©c^wingungöbauer ber einfachen aSewegung 



iimgePflirt prüpottional betSnMM'/ ober pe nimmt Ckb iric 
bie 3ii^Ieii 1, i, |, \, 2c. ^if rtnrflld^e (St^Rnnguiii^SbrtUfr 
ober, ii.id? bereu Sfblnuf ber flinije Silben n?ieber jtt feinen 
iinfSnflUt^en 3«|trtnb jnrflcffefnt, jebo* nnf entfleflenflefe|}ter 
©eite üon ber geraben SSerbinbungöIinie ber beiben feflen 

®nbpnnfte, ift gleid) ~ ober a V^S p^ ifl nffo proportio^ 

nai ber gonge bea SabenS jn?ifd?en feinen fepen (Snbpnnf^ 
ten, imb unigeFetjrt proportional ber Clüabratwnrjel an9 
bem SBertjiiltni^ beö ©ewic^tö ber 8ilngeneinl)eit bes gnbene ju 
bem ©ewidjte, mr ld)e6 bie ©pannnng be§ f5abtne mif t. "Tiefe 
Stefnftiite flimiiien mit ber ©rfa^rnng tjoBfommen überein. 
35nrc^ ft^nlic^e ©etrad^tnngen mie im §. 493 fann 
man Uberbied bemeifen, baß nur eine 9ruf(üfung möglich 
ift; nnb bafi biefe(be not^tvcnbig bnrc^ ben t?otI)erge^enben 
?fn8brn(f gegeben wirb, weldjer fowol bem anfänglidjen 
3nf}anbe ald ber X)tfferentia(gfei(^itng @enttge (eiflet. 

SBeiort^ ber (Ionl>rrgen) brr dtet^en, tvelt^e na^l ben Sinu6 ber ^'\tU 

fachen eine9 83ogeii6 fortf^vetteii unb ben &8ert| einer ipiUfürlid^en ^unc» 

tioit innerhalb gegebener (^ränjen audbrücfen. 

5)le (SonDergenj biefer Steigen, n^elcbe im §. 491 jlir 
©prat^e gefommcn finb, läßt fi^ ffir jebe mögadje Sefdjaf- 
fen^eit ber Function <p(j?) auf folgenbe ?frt nac6n?eifen. 

3u größerer @inföc^I;eit ne^mc man a = %\ ba^ att* 
gemrine ®(ieb ber Steige n^irb fobann 

da . sin fia . (p(a). 



68 fei jnerfl fx eine gerabe 3^1)1. X^aS 3ntcgraf 
I da , sin \ia . if{a) läßt ftd) fobann in eine 9(nja()( oon 

«y o 

Sl)eilen jerlegen, wtldje 3nteri>aöen gleiri? — entfpred^en, 



sm \ix 

o 
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i)te auf bix Wc^fe ber a }mifd;en unb 31: enthalten finb* 
SJian betrne^te bie ©lieber ber Stci^C; wefc^c üon bem erjicii 
fern genug (iegen nnb in benen ^ie 3^^[ M* ^to^ genug ifl, 
brtintt in jebem biefer Sntcri^alle bic ßinie, bereu Orbinate 
«j){a) if}, tüie eine gcrabe ßinie angefe^en werben fann. 5)ic 
Drbinate biefer geraben Sinie fei m-j-na. Sinn f)at man 

2ä 



f. 



'^ da . sin jbicc . (m -)- iia) «= — - « --5 



pber ipenn man mit ai unb a^ bie Wbftiffen bejeijj^net 
ivtlc^e ben Reiben ©rängen biefee 3ntegra(d entfprec^eu; fo 



X 



2at 

I* 

*da.sinfia.(in-|-fia)===~ [(p(a,) — ^(«2)]. 



a. 



golglit^ ^iit man unmittelbar für bie in fRefie fh^enben 
©lieber 



j. 



jt 1 

da, sin |ia , <p(a) =5 — [<j)(0) — 4f>(Ä)]. 
I* 



®8 fei jmeitenS fi eine ungerabe 3'i^I. 35a9 gefut^te 
Sntegraf beftetjt fobann juerft au8 einer STnjal;! tjoir S^ei^ 

len, mefdje 3ntnt?a(Ien gleit^ — entfpred^en unb beren 

I* 

©umme vermöge be6 SSorigen gfeic^ i T <p(0) - <p(^— -") | 
ip5 unb ferner au8 einem S^dle, n^eldjer einem SuterüaCie 
gleich - suget;ört. ?luu f|at man 



Jt 
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f" rf« . sin (in . (»n -I- na) = ?5 4- "'' , 
unb nbcvbieevift für tiefen le^tern %\)z\\ 
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partielle Si#rvnitjiii§(fl4iiiigrtt. l€7 












9nfü lüirb, ircini m nn^]fViibt unb fetir i]ri>p ifl, 

/ (fa . sin )Li,a . (f (a) = — [(p(0) + <p(^))- 

9fii8 bicfcr ©ntiintfflunfl ergibt fid): l)SBf«n Mf ^inif, 
terwi Ordinate (p(jr) ijl, ftdj iiwf eine flerobe gwiie irbiicirt, 

2 I [<P'0)4'<p{^)](8inar + |8in3a?-f-|sin5a; + |sln7a:+K ) 1 
n\ +[<p(0) — f(7t)j{i«in227-fisJn43r4-isin5x+»8lnH:r+Ä.) T 

2) tücnn bicfe 8tnic üpii cüur ofvabcn ?inic ucrft^iebni 
ift, fo wirb bnS erlniltcnc 9lcfultnt mcljr niib mc6r mit bem 
t>ori}e[)enben älcfuUat jitfantmeufadeU/ ie totitix bie ©lieber, 
lüelcbe mnn betrndjtct, .fid) Don bem ^Xufaii^agliebe ent= 
fernen. 2)nran8 fofgt, ba^ mnn nnr nOttjifl bat bie JWitfctij:;- 
feit biefer ®Ieic^nnfl nac^jnweifen , biimit bie ßonüerarnj 
ber Stritten in nUeu möglii^fi) Säffeu betuiefen fei. 

• SJJiin betradjtc jnnft bie Sleibe 

nnb ne[)me anfangs nnr bieSnmme üon einer fce^^ränjtcn 
9fnja[)l Don ©ütbern, nämlid? 

U„ = sina? -f- k »'" 3^"|~| sin ^x -|- J sin*^ + • • • +' **'" ^•'^/ 



les, XXXV4H; Wf^ititt. 

WO n eitle ungerabe 3a^l bebeutet. 3)ifferentiirt man in 
©ejujj auf a?, fo fommt 

— ^= cos a? -|- cos 3a? + cos 5a; -|- cos 7a? -^- ... + ^^s fM? 

Cm? 

ober nac^ einer Formel, bie tüeiter. unten (im XL, 9fbft^nitte) 
entttJitfett irerben mirb 

dUa 8in(»-|-l):r 

ds 2hlax 

9o(gIi(!b erhalt man, totnn man mit dx mu(ti|?licirt uub 
intefltirt; 

ttji> C bie ßonflante bebeutet. 3ut S3eflimmung ber ßous: 
jlante fefce man ju ßlei^er 3eit ^ — f^ uub n uneublit!^ 
fltof . 35ie linfe (Seite ber ©leidjunfl Derwanbelt fiefe fobanu 
in 1 -- i + i — T + ^c. =-^/ un5 barauö fofgt 



-J=^(7, mithin tr = ^. 

ajlnn betrachte fobann bie 9lei^e 
V= I sin 2d7 + 4 s<n 4a? -)- 1 sin 6a? -f- i sin 8a? -f- li, , 
uub ue^me mie eben 

F„=|8in2a?-|-^siD4a?-|-^sin6a?+|sin8a;4-. . .-h-sinnar, 
WO « eine gerabe 3a^I bebeutet. 2)ie Differentiation gibt 
.~i?= cos 2a? -f- cos 4a? -f- cos 6a? -|- cos 8a? -|- • • • "H cos nx 
ober, ä^nlic^ loie üor^in, 

dV^ , , siii{n+ 0^. 

dx * * 2siua? ^ 
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ixnb biirand toivb bnxij 3ntegtation 

mo C b'it ßonjlante 6ejci^net SRan feeffimmt 6ie Son* 
flmite, trenn man j?= —unb n unenblidj gro^ werben läpt. 

3)ie Iinfe@eite mirb fobann j (l—i + l — | + k.)=|. 
a(fo mirb 

•|-=C— -g, nnb baranö ^=^ "nb '^=-j~y* 
gjlan ^at affo jefet bit beiben Sfuöbrütfc 
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— . — --i.sin2a7-j-^sin4a? + is>n6^H-is'n8a?-)-2C., 

burd) beten ©ubjlitution bie oben erhaltene ®leicf|ung offene 
bar ibentifc^ wirb. 



XXXIX. SBariattottared^ttttttg. 



§* 497. 3>ie SßariationSrfdjnnng i)at iCjre ©ntjie^mifl 
in ben Sfufgabe« über SDlnjrima unb 9)limma gefnnben^ 
wenn bicfe unter bem allgemeinjten ®t[xdjtBp\xnttz bctraij^« 
tet werben 5 i^r ^auj^tfäc^Iidjper Slufcen beflcbt in ben «n^ 
wenbungen auf SJlec^anif. §ier fönnen nur bie erften 
©lemcnte unb bie einfat^flen 9fnwenbun9en biefer 9lec^nuufl 
abflebanbett werben. 

83ot aßen J^ingcn mnf man beachten, worin bie 9Iuf^ 



gaben über 9)l(i|rima iitib äStnima^ toelc^e Doti bn Säam^ 

tiondrci^nimg abljängeu, jlrfj Don 5en flett?ö^nlitf)en Sfnfga* 

.ben 5iefer STrt unterfcf)ei5en. 3n tiefen leiteten 9fnfgaben 

i{} immer eine (Bxö^t U afd Function t>ou einer ober Doti 

' meCjrercn niuib^änfliacn SSeränbcrliffcen x, y, z, it. gegeben^ 

^ fo taf au8 jebem ©^flem üon 5IBert.[)en, bie man biefen 

SSernnberli^en beifegt, ein befHmmter Sßertb fftr (7 ^erDor:? 

ge^t. SJtan forbcrt biejenigen SBertt^c üon ^r^y.js, 2c fcjljn= 

fleHen , njefrfje U fo grop wie möglieb , ober fo fWn wie 

mögtid? matten. SBermöge beö XIV. 5fbfc^nttt8 mirb biefe 

Sfufgabe baburcfe gelöft, ta^ man bie (Bleichlingen aufflettt 

'dJ = ^^ -di=^' d£^^[ ''' 

benen bie gefudjten SBert^e ber 95eränberlic^en x, y, z, 2c. 
©eni'ige leijieu muffen. 2)ie Untcrfc^eibnng ber Satte, tt?o 
bie SBertbe. roefdje biefen ®Icici}nngen ©enüge leiten, ent^s 
meber einem SJiu^imum ober einetn SSRtnimunt juge^Oreti, 
flüfct jid) fobann, roie gleid^faffs in bem augejeigten «b^» 
fi^nitte anSeinanber gefegt morben ifl, auf bie 5Betrad)tnng 
ber DifferentiafoertjältnijTe ber jmeiten Drbnung tjon ber 
gunction U, 

3n ben Aufgaben, mefc^e tjon ber SBaridtionSrec^nung 
abhängen, benft man fic^ eine jtvifdjen mcl^rcren oeränber^ 
Iid)en ©rößen beflebenbe, jebod) unbeflimmte 9lefation, unb 
forbert, bap biefe 3lelation fo benimmt werben fott, ba% 
ber SBert^ einer gewtffen Function, weCt^er Doli ber in 
Webe Pe^enben Strfatiou ab^^ngt, fo grof obet fo Kein 
wie mögHc^ werbe. 

^an Tie^me 5. 85. eine i(WifcbeH jWei fejlen ^«nften 
flcjeiifencte SurDe, fo ifl bie ©rö^e ber giadje befHmmt, totlSft 
l^ifd^en ber (Sucoc, ber Vfbfriffena^fe nnb ben Orbiiwteri 
ber Reiben ©ubpunfte entt^alten tft, nnb i^r Wnttj IjjxuQi 
\>on ber 9le{ation y^=^f{x) ab, X(^z\i>t bie ©feidjung jener 



QjAXtt batfleSt. !S)mU man %d} fetiicr jmifi^en btubtibm 
fefirn ^mtten nuf)xtxt ^wxwt, n?el<j^e. gki^e Sängen ^a^ 
bm, fo tt)ivi) die ©leu^iing y==^/(a?) für jebe eine antier« 

fein, unb bie Slädbe, bcrcn ?fu8bvutf ift / "yrfr, r}at 
gUic^fad© pctfc^iebenc ?Bert[)c, ^Tie Sänge b<r Suroe lukb^ 



r-'^'^Hp 



Solan fanjt nun bie Sfnfgabe fJeflen, wätjrcnb tiefe Sana« 
biefelbe WM, iie ©eftnlt b«r ßnrp^, b. ^. bie ?5orm ber 

®nncHt)it f{x), fo ju bcflimmen, bn^ bie Sfädje / ** y </j? 

fo groß ober fo ffein n?ie möglic^. tuirb. 

2}tan ne^me ferner eine jwiff^en jwei fejten fünften 
gejeidjnete Suroe, nnb betrndjte einen Äör|)er, metd^er längö 
biefer Sun?e Innabfäöt, inbem er o^ne SBibcrjlanb bem 
ßinftujfe ber ©cbtüere folgt. S)ie 3eit, irelc^e ber Körper 
gebrandet, nm Don bem einen fünfte ji; bem anbere« ju 
fommen, ^ängt t)on ber ©cflalt ber in 3tebe fielienbew 
Enrüe a6^ nnb i^r SBert^ ftjirb, wenn mein tie ^c^fe ber 
X als üertifal annimmt, auSgebrndtt bure^ 



r-v.i/''+a)'+Q 



3 



SRnn fann nnn forbern, baß bie 9fteIationy=:/(a?); >cotUiit 
bie ©eftalt ber gnroe fepeüt, fo be^limmt tt)crbe)t foff, baß 
biefe.3eit fo Hein wie; mögli(^ merbe. 35ie.aIfo erhaltene 
(Surt?^ fü^rt ben 9lamen ©rad^ipo^i^rone ober ßur»?t 
bea f^neUjlen gallea. *2)ie Sfnfgabe fann Derattgemei* 
nert werben, rpenn man bie 93rac^if}od)rone ni^tjt jnnfdjeu 
jioei feften fünften, fonbern }ioifd;en jwei gegebenen frnm- 
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nicii Siiüeii ober jrüif*m jwei flegebchen friimmen glätten 
fud)t. S)ie Orättjen a?o un5 a?« bcö Sntedralö iDerben al^^ 
bam üeränberlit^, gleit^ttiie 5ie Sfbfriffe Xo 5eS erpen ^unf td 
btx SurDe, lüclc^e unter bem Sntefltaljeic^cu jle^t 

ginc Sfufgabc üon- ä^ulicbcr 9tatur ifl bic Sfuffuc^ung 
ber ffirjcflen ßinie, welche nuf einer gegebenen ^Vdäjt jwU 
fc^en jwei feflen «punften ober swifdjen jteti gegebeneu 8u 
nien, bie auf ber glädje liegen, gejeid^net werben !ann. 

§. 498. S)iefe SSeifpiele werben Ijinreic^^en, um einen 
Siegriff brtüon ju geben, welcher ?frt ble in 8lebe jie^enbeu 
?fufgaben fxnb, unb welti^e analt^tifc^en §ülfemittel man 
jur 9fuflöfung berfelben in ?fntüenbung ju bringen f)at 
S)er 9fu8brudC berjenigen ®rß^e, bie ju einem SDlapimum ober 
SJiinimum gemad^t werben foll, fommt nat^ ben befannten 
Slegelrt Dermittelf} ber Differentiafbejie^ungen ber gefuc^ten 
SuTDe ju ©taube, (tiefer Sfuöbrurf ifl immer ein bejHmm- 
teS Sntegral, jwifc^en gegebenen ©räujen genommen, bie 
entweber fef} |inb, ober Deränberüd) mit gewiffen ©cbingun^ 
gen. SLUau foH ben SBert^ biefeS 3ntegral0 fo groß ober 
fo Hein wie möglich machen, inbem man bemgemiiß bie 
aual^tift^e JRefation benimmt, Oon welcber bie unter bem Su- 
tegraljfit^cn fle^cnben 35ifferentia[oerf)ft[tniffe abhängen. !J)ie 
WufliJfnng berul;et übrigens oöflig auf ben nämlichen ©runb* 
lagen, welche bei ben gewöbniidjen Sfufgaben über ffllajrima 
unb SDIinima STuwenbung finben. ajKin läßt ade oeränber=^ 
liefen ©rößen, oon bcnen ber SBcrt^ ber oorgclcgten 3unc=: 
tionen abhängig ifl, um wiHfürUdje ®rößcn junel)men, bic 
man fo Hein oorauSfefeen fann, afö man wiHj unb in ber 
©ntwidCelung beö SGBerttjS, welchen baburc^ bie'e Function 
annimmt, fejt man baejenige ®lieb gleich Sflutt, weft^eö bie 
erflen ^oteujen biefer annahmen tntljält) ober, wenn man 
will, man fegt baS oottjlänbige Differential ber oorgclegten 
Function, in S3ejug auf aUc in itjm entljaltenen SSeränber^ 
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(k^en (leiiommeiti gleich 9liill. S)ie ffttt)vx%tl)mbt ©(cic^uiig 
muß für aOeäßett^e (S^iUtiofeit l)abtn, melibe beii utunN 
Ixd) fleinen 3unal;nien tiefet t^eränbrrlic^en ®rö^u itxit:^ 
legt tüetbeu fönnen, unb brürft fotnit frie not[)tt)en^igc SBe:» 
biugung etne6 9Hapmum o&ft äJtmimum axxd. SGBa6 Me 
Unterfdjeibung fcer ?fä(Ie betrifft, tüo ein Jülajimum ober ein 
ÜJlinimum ffattfinbet, ober iro, obgleii^ biefcr Sebiiigung 
®enügc gcfd^ic^t; Weber ein TOajrimum not^ ein ajlinimum 
epi^Hrt, fo liängt biefefOe üon ber ©etradjtung beöjcnigcn 
®licbc6 ab, roele^eö bie jrociten ^otenjen ber 3unctbmen 
entljflft. 68 rcirb nämfi^ ein aRiipmum ober fin SWini^ 
nium eintreten, je na^bem biefeS ©Heb refp. beflänbij^ ne* 
flatit) ober bejlSnbig pofitit» ifl, \vüi)t SBertf^e man ftuc^ 
bm 3nnnr)men beifegen mag. 

9lac^ biefen allgemeinen Sfnbentnngen bleibt ie|t nnr 
no(!^ übrig, anf bie (£lnje([)eiten ber dlec^nutig in ben be^ 
fcnberen ^äßen einjngctjen. 

§. 499, ajian betrachte jncrfl ben ?5a(I, wo man nnr 
eine unabfjängige SSeränberlic^e x l;at, unb eine Function y 
beren SBertb öon x ab[)ängt, fo ba^ y wie bie Drbinate 
einer Gnrue angefel;en werben fann, beren Sfbfciffe x ifi. 
35ie ©ejlalt biefer Snrtje foH fobann fo bejlimmt werben, 
ba^ baS beflimmte 3ntegra( 



J ^0 



Ydx 



ein SHarimum ober SJtinimum werbe. 6ier bebentet V ir^s 
genb eine Function t?on einer bejlimmten Srn^a^f ber®rö* 

fen ^/ y/ ^-/ S' S' "-5 ^^^ ©Tänjen x^ unb o?« be8 

SntegralS fönnen entweber gegebene conpanteSBert^e fein, 
ober auci^ nad) gewiffen 83ebingungen jt(^ änbern. 

(SS feien junäc^ft bie ©ränjen ar© unb x^ conjlant. 3n 
biefem gaße muffen bie ©ntpunfte be8 jur ^Betrachtung fom^ 
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menbeii Sf^HS 5er ©urte fW^ immer auf jiret ^txptnbiUln 
beflnbcn , iteldjc man (tiif ber Sft^fe btx Wbfriffcii in ^en 
?fbpän&en xo unb a?« üom SfnfangSpitnftc errid^tetj unö 



man, toixb bit oevgelegte 9itucticii 



^0 



Fdj? auf eine fo 



attflemeine SBeife wie möglicb fic^ üerönbern laffeii, wenn 
man annimmt, bie ßefuc^te SurDe ge^c in eine, dnfcrre i^r 
unenblic^ na§e liegenbe (Suroe übtt, meiere bn nämliff^en 
SSebingung unterwerfen ifi. 5Ilun aber ijl e8 jum S3ef>ufe 
eines fclcfecn UebergangeS nic^t notliiiüenbig, ba^ in bergunc« 
tion V fic^ 0? t?eränberei eä reicht Dielme^r .^in^ in biefer 

»ttttction ben (Stößen y, J, g^, 0, w. beliibifle unb 

üon eiiianber unabhängige SBeränberungen beijulegen, tte(c§e 

man mit 8y, 8^, sg, sg, ae. beieidjmn fann. »er 

Söud^ftabe 8 bebeutet ^ier, eben forool wie ber ©ndjftabe d, 
txm unenblit^ Heine 3unabme, ttjef(fce berjenigen tjcränber^ 
liefen ©röße ert^eilt roorbrntp, ber ber ©uc^Pabeüorfle^tj 
aber mit bem Unterfcfviebe , baf ba9 3eic^en d eine Bnna^me 
anjeigt, n^et^e burc^ btn Uebergang üon einem fünfte ber 
gefudjten (Surte ju bem fofgenben fünfte ber nämlichen 
Kurüe jn <2tanbe fommt, ba^ Briefen 8 bagegen eine 3ii- 
naljmt, welche burt^ ben Uebergiing üon einem ^iinfte ber 
gefnc^ten Surüe ju bem correfjwnbirenben fünfte ber nn= 
cnbficfe naöe liegenben gurüe enthebt. *) Xie mit 8 bejtic^ 



Ji^. 54. 




*) 3ur (SrläiUerung fanii gig. 54 bienen. 
«« fff MN bie gefut^tf Surbf unb MPT 
eine t^r unenblic^ na^e Urgente (SMttyti bem 
fünfte M geboren bie ^outbitfaten öP-=:x 
mwh PM tsz y. ^l^bdinn enffpret^^en bem 
Utber^aicgfc bon M ju bem unenbfit^ na^e 
lirgenleit ^tnilte N in brr nämtic^ üar^e 



mten S^nulnuin nniiitMöüu SSartatione n (tia^n: ttx 
Sliiiue S3 a r i a t i ü n 8 r e c^ n u II a), lüftt^renfc bk SSt «enimtiij 
3)iffereutiafe für bie mit d bejeit^Hete u 3imal>meii bei=: 
belnilten bleibt 3)ie Sariatiwr ber Function F,.ioeI4e mi8 

btn SSariatiPUcn ber in i[;r enthaltenen ®rö|eny, ^, -^^ 

d^' K. ^erüörgebt, wirb &urtf| Sf anöejeigt) unbman ^at, 

genau nnc^ btn nämlichen Siegelt^ meiere bei btt 93i(tHing 

t)ed X^ifferentiall^ einer Function t>on nu^cetrn SSe^äuter^ /.^ 

liefen befolgt trerbeir, jV ^ "^-^j 

8F = iVS, + P8 ^ + 08 g + «8 g + ac, 7> . j:!:. ; ; 

»ü mit iV, P, 0, R, 2c. bie DiffcTenliatöet^ättniJTc ber gnnc:: ^i -; ^ 

tion V refp. in 93e}ug auf bie Beranberlid^en y, -r- , -^i i^^''-^ 

-~^, lt. bejei^net njorben jinb. 

T)k Sebingung brS SJlnjrimnm ober Wtnrmnm forbert, 
6a| bie Variation 

be§ t»orgtIetjtfn bejlimmten 3ntegral9 gfcie^ Wutl fei. I)irfe 
a^ebingung mirb alfo je^t burd) bie ©(eidjnng auagefprodien 

bic. 3iina^mm PQ = d^ unb C^A' — PM = rfy» t^flgegni btm 
Urberi^nge uon itf ju t«in rorrefpotiNrentm fünfte TIf trr jtoets 
Un eurbf Die 3uuot>n«n PP = Öar. uiiD FM' —PM = 8y. 

3n bfm tefoiiberfn gattf, »efrfifn ber obige ^aragrap^ bt^an* 
bdt, ifl 8s = für aüt forwfpenbueiiDfn ^untu b«r bfibeii. 6iir» 
ücii, b. ^. cö fällt ü' in m. 



/: 
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§. 500. m (df t fi^ feid^t betvttfeti, ba^ in btn STiiS^ 

fcrfttfen-^, ^, ^, 2C. bic Drbnuna Ux 3cid)tn rf unb 

8 »ittf ürli(^ fleflnbcrt tonbtn barf. S)cnn es fei y fcie Dr* 
biiwte itfleub eines 5?unft8 ber gefudjten Surüe, fo ifl bie 
Drbinate beS folgenben ^unfts in ber nämlidjen Suroe 
y + dy, bie Drbinate beS torrefponbirenben ^nnftS ber be» 
nrt^barten Surüe bngegen y -j- hy. iBemnrtc^ ifl bie Drbiä* 
nate beS föfgenben ^unfts in biefer leiteten Snrüe eben 
fomel y + dy-\-b(y + dy), alB mäj y + 8y + d(y + 6y) 5 
unb barnnS i\tl)t [)erüor Srfy = rf8y. *) 

*) 3n Sig. 54 fann man Wr Orbinate Q'N' «>«» |>unfl« A* ebfit 
•fbtool burd^ IBariatJon duB &^, aU auc^ bitrc^ Differrnttattoii oud 
FM" f^erüorgrgangfn anfr^u« 3ni rcfleii %aUt ffat man für C^'iV 
b«! «Ju«bru(f p;V+8.0^, b. i. y-\-dy-\-b(y + dy), unb im 
jTOnUn gaOe ben «uSbrucf FAt + d. Ft/t , b. i. y + 8y + 
d{y 4" ^y) ^ tt><>f<>u4 n)tr oben folgt 8</y =s <l8y. 

9lu4 birfrr ®(f ic^ung ergibt {l(^ mciter bie ®Iri(^ung hfVdx ^s- 
f6(Vd3r)y b. ^. bie Orbnung ber 3fi(^en / unb 8 barf ebenfafl* 
»ittfürlit^ fleänbert »erben. 3)enn »tnn man /Vdx = U fefet, fo 
n)irb dU = Frfa?, folglich 8rft/' = d^U = SCKrfj*), unb baraud 
bU^fd{Vda^). 

ferner ifl nac^ ben 9legetn ber !Dtf erentiation , »elc^e audf 
für bie Variation gültig bleiben, 8(F<to)= K.8da7 + <te.8K 
= F.d8j?+flrj?.8K, foIgHc^ 8/F<ij7 = /F . rfdjr + /<te . 8 F 
Unb ba überbteS bie Integration burd; Zlitiit- gibt fV . (/8:F 
•= F8^ "fdx.dV, fo ^at man inblic^ 

bfvdx =nx+fdx Tbr^— 6s\ 

Ge^t man l^iertn hs =-0, woburt^ ber erfle 3:^et( auf ber nd)Un 
&eiU ber ®(eid;ung unb ber sn^eite Ztitif unter bem 3ntegrofgei(^en 
Derf(^»inren, fo l^at man bie !Reti)tfertfgung be« am ®d^(ttjfe be« 

ds.bV für 8 / Vdo!. 
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©icfelbe ©emerfung fann auf bie Sunctipu £^ unfc 
bic folflenben Functionen flbertraßen »erben, fo brtfi möu 
^'^^«t g^=^ = g, u. f. f. man fann dfo flatt 
ber Dimgen ©leid^ung fe^reiben 

SBenn man jebeS ©lieb auf ber rechten ©eite biefer 
®fei(^uug fftr jtc^ betrachtet, fo erfennt man feiert, bap biefe 
©lieber fid^ ticrmittelp ber Sutegration burc^ Steife fo 
umgeflalten laffen, ba^ unter bem Sntegraljeidjen feine S)iffe' 
rentiale üon SBariationeu mel)r üorfommeu. 5üfan erhält 

folgfii^ wenn man für bie tu biefer ©feid^ung enthaltenen 
©rößeu bie 2Bertf;e fe|t, »elc^e ben beiben ©riinjen Xo mb 
a?ö beö Sntegrafe entfpre&en, 

= Consl + Po8yu 
wnb menn mau bie erfle ®lei(6ung üon ber jmeiten fubtraljirt 

9}tau ftubet ebenfo für ba^ folgenbe ©lieb 

»aöfer, ^iff.* unb Sute^^ralt. II. S3anb. 12 



178 



XXKIX. Mfriknitl. 



/^.<,?^_c««. + («|-/^.S5 



= Co»..+ Os|-^%+/^.gs,i 



folflli^ 






''■0^= 



-o^^t + '^J^y^+fly^y 



+ Q^f-'l-^' 



:5)a8 nfi^jlfoffleu&e ©lieb gibt 

J dx^ m ' dx^ J dx 

n . I Dsj ^^y dR^dy , d^R ^ P, d^B^ 

= Const + Rb j^---^8 1+ -^8y ^ J dx, -8r, 



my 

dx* 



folglit^ 



y^x, 
^0 



j D d'8y 



-fioS 



dar» 



, dRoc^dyo rf«/?oc5 /"^", d»Äa 



dx^ 



+Ä«5'i^~^^8t:+'::T8y« 



<to dx 



d^R, 
dx^ 



u. f. f. für bie übrigen ®ficter. 

©ur^ biefc Umformungen üertüanbelt jic^ fcie vorige 
®Ieid)ung, welche bic ©ebingung beS aJlajrimum ober SRU 
nimum audfpric^t, in 



9ßtiüü$n$tt^un%. 
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= 



-(''»-S+")«^-(^»-S-+->S' 



(Äo-Jr.)8g^-u. 



+C^"-l-+«0«^"+ C^"- t+"-)«t 



+(Ä„-2co8gr+ «• 



-X' 



c» 



^ 






dx ' dx^ 



da^ 



|8y 



Xicfe ©leit^ung miifi gültig bleiben, wenn bie ©ebin^ 
flung eines ÜJlnpmum obet SRinimum beö üorgelegten be* 
fiiniinten Sntefltale erfüKt fein fott, wie aud) bie IBariatio:^ 
nen, meldje ha% 3eit^en 8 anjeigt, gemäblt werben mögen. 
a)ie beiben erflen Steigen entbaltcn bie SSariationen ber 

®töf eft yo g, 0, :c. unb y., ^^ ^r, «., meiere bie 

SBert^e ber Functionen y, -^^ ^^, Jc: bnrfteOcn, fobaCb 

man in biefen ber Sfbfciffe x bie SBertße a:© nnb ar« beilegt, 
votiijt ben ©ränjen beö befHntmten Sutegralö entfpreAeu. 
®ie britte Steige enthalt nnter bem 3ntegraljei(^en bie Sßa^ 
riation 8y irgenb einer befiebigen SDrbinate ber Eurbe, h^elc^e 
Variation üottfornmen miafürlic^ ifl. 2)iefe britte 9lei^e 
muf bep^alb für flc^ (tHein gleid) 91ull gefegt werben } unb 
baöfelbe gilt bemnac^ nut^ üon iitw beiben erjlen. 

§. 501. 2Jlan ^rtt dfo erfienö bie unbeflimmte 
©leic^ung 

^ „ dP . d^O d^R , 

n)el(i^e aSen fünften ber ^\\xtt angehört, unb melc^er \>ox 
aßen 3)ingen ber SfuSbrutf üon y bnxäj x, ber bie Sfufgnbe 

12* 



>c 



• » r 
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[oft, ©enflge Icijlen uiu^. ®itfc Oleic^iing i|l eine ^i^t^ 
rentiatgleic^unfl jirifc^cn bert SBeränberndjen a? uii5 y, üoii 
ber man tniti^in baa attgemeine 3nteflrnt jn fud)en fjat. 

SJlan Ijat ferner, wenn bie SSariationen in ©ejnfl auf 
bie untere Oränje beö Sutegralö unab^änftifl fmb oon ben 
SJariationen in SSejug auf bie c6ere ©ränje, bie bejlimm^ 
ten ©leic^ungeu 



dx* 



s. 

dx 



welche ben beiben ©ränjen beö SntegrafS angehören, «nb 
benen gleit^fadö ber §fu8brutf üon y bur^ x, »eldjer bie 
?fufgabe löft, ©enüge leijlen mu^, teenn man für a? bie 
beiben SEßert^e o?« unb x» an bie ©tele fe^. 

9Benn bie ©nbpunfte ber Snrüe ber Sage nat^ gegeben, 
b. ^. wenn bie SBert^e ber Drbinaten yo unb y« gleich wie 
a?o nnb a?« conjlant jtnb, fo ^at man 8yo = unb Sy«=0, 
unb bie erflen ©lieber ber beiben betreffenbcn ©leid^ungen 
fallen aud. Um biefen ©leic^ungen ©enüge ju leifien, 
reid^t e9 ^affo in biefem gade I;in, bie folgenben ®fieber 
fiir fxi) gleid) SluII ju fefcen. (Sbenfo tomn bie SGBert^e 

einiger t)on ben 35iffcrentialt)erbä(tniffen^^2c. für ben 

einen ober ben anbern 6nbpunft burcb bie Statur ber 2fuf- 

gäbe gegeben (Inb, fo bat man 8^=0^8^=0, 2c. für 

ben einen biefet ^Junfte, ober 8^ = 0, 8^=0, u. für 



. > 







/ 



Surttliottate^mtttg. ISl 

bin anbtxny itnb ^te mit 6tefen Skiriationen 6e^afteteu 
®Hc5er fatten Don feftp au8. CDie ®ftrter, tüeft^e auf tiefe 
SEBeife in golge 5er 6efKmmten SBcrt^e nic^t üön felbjl Der^ 
f(^tt)inbcn, bie bie Drbinate y ober einige i^rer I)ifferentifll= 
Der^ältnijfe in btn gnbpunften ber feuroe beibc^rtften foffen, 
niüjfcn fftr fit^ gfeiti^ 9lutt gefefet werben. S)ie mif foltfee 
SBeife erhaltenen Oleic^ungen bienen im aHßemeinen jnr 
©efümmung ber wittfürlit^en ßonjianten, welche bie 3nte^ 
gration btr oben gebac^ten unbejKmmten ©leic^ung ^erbei^ 
fü^rt. 

. §. 502. S3eüor man weiter ge^t, fann man bemerfen, 
ba^ ba^ ^luQfelen bedjenigen ®(iebe§ in bem QfnSbrndPe 
Don Jdx.hVf wef<!^e8 mit bem 3ntegra[$eic^en behaftet 
bleibt; bie not^wenbige 93ebingung ausbrüift, welche erf&dt 
werben, mn^, bamit bie angejeigte Integration auögeftiljrt 
werben fann, b. ^. bamit bie Function dx.^y ein genaues 
^Differential ijl. Dies wirb aber eine Sofge baöon fein^ 
ba^ bie Function Vdx fel&f} ein genaues Differential iji} 
benn nimmt man Vidaf=^dU, fo ergibt jicb 8(Faar) = 

MU = dbU. ?5erner wenn man y, y\ y" , :c. fiatt ^, 

S' ^^- ^" ^''^ ®^^"^ f^fe*^ f^ '^"" ^'^ '" ^^^^ ^^"^ 

^enbe ©ebinflungSgleic^ung 

" ^ ^ ~ </^ "T rfi^ "" rfjs -r ^^o 

geft^rieben werben 

dy dx K^dy ) "*" dx% VdfJ dx^ Vdy" J "^ ^^' > 

unb wenn biefer ©Icic^ung Ocnüge gefc^icßt, fo ifl bie 
gunctiott Vdx^ in weldjer V bie @rößen a?, jr, y , y' lu 
entljält, ein genoneS Differential Don einer gnnctiun Don 
ber näc^fl niebrigen Drbnung. 
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tiefer @afe fann fto Functionen ber erflen Orbnung 
auf folgenbc ?frt unmittelbar beroiefen werben. SDit S8e* 
bingungggleic^ung rebucirt fxA) in biefem Satte, auf 

dy ds Kdy'J* 

3)a biefc ©Teilung ibentift^ fein fett, fo müjfen bie beiben 
©lieber auf ber r^ten ©eite berfelben üon einerlei Drb- 

dV 

nung fein. SBeil nun ^ nur y enthalten fann, fo folgte 

bag ^.nid?t y entbalten barf, weil fenft ^(^^^ dwi) y" 

entljalteu würbe ^ woraus ftc^. weiter ergibt, ba^ bie in 3lebe 
|le[)enbe J)ifferentiatfunction ber erjlen Orbnung^ welche ein 
genaues 3)ijferential fein fott, not^weubig bie Sonn ^aben mu^ 

{A + By)dj^, b, i. Adx -f Bdy, 

WO A unb B Sunttioivcn i?on <b nnb y aHtin jinb. 3)iefe 
Sunction liefert 

dV^^d^.dBdy^ rfF^^. 
^y dy^ dy ddk' di!( ^ 

unb burc^ ©nbjiitution biefer SBert^e in bie 83ebingung8s= 
gleic^ung fommt 

0==^-U^i^ — r~-4-^^^ — — — — 

dy "^ dy dx \^dx ' dy dxj dy dx' 

ttbereinflimmenb mit §. 364. 

§. 503. ©a würbe im §. 499, um juerfl ben ein- 
fad}fien ?5a(I ju betrachten, bie Sfnna^me gemad;t, ba^ in 
bem t»orgelegten Sntegrale 



Vdx, 



welches ju einem SJlajrimum ober SMinimum werben foff, 
bie beiben ©ränjen <ro unb x^ conpant fein, ober mit 
anberen SBorten, ha^ bei aHen SSeränbrrungcn, bie man 



mit btx (SutDe Dome^men faxin, tvtlijt bie SBejie^iing {tot« 
^i^en y uiib x räumfid} öarfteDt, bie @it5))iinfte biefrr Surfte 
bejiäiibig auf ben tiämnd^tn ^ardllefeu §ttr Ät^fe ber y bUU 
bett foUteu. 3e^t mbgen jene ®räti)en a(d üeratiberltd) 
(ingefc^en trerben. 3tt biefetn Satte iviib matt bie gunctioii 



^0 



Vdx auf eilte fo affgemeine SBeifT tt?ie tnügU^ ftd) 



änbetn laffm, wenn man ^nttimmt, ba| aOe Sfbfciffeii x um 
bie tüittfilrlic^e ©röje 80? juuetjmeu, tt3äl)renb jugfeic^ bie 
Drbinate y unb i^re Sl^ifferentialDerfjättniffe, mie üort^in, 

june^meu um bie ®röpen 8y, 8 ^, 8 ^, u. 35ie Surtje, 

ttjefc^e bie ffiejie^ung jn^ifc^eu y uub x ausbrüdft, t)erit)an=: 
btlt |t^ bamit in eine unenblic^ na[;e Uejenbe Surüe. 35ie 

Variation be8 Siitegrale / Vdx, trefcbc auf bi^ angege^^ 

bene SBeife ju ©taube fommt, toirb audgebrttcft mctbeii buf cb 

— Fo 8j:o + V^ 8j?« + / dx,hV. 

J ^0 
9Wan mu^ inbeffen 6emerfen*); ia^ m Solge ber 9Jorau8:= 

*) ^te m^W^U'W ttrfrr ©(rtc^ung mit Stficfflt^t auf bie (ter fof« 
genbf S^rmrrfung totrt man U'x^i gromrtrifd), mithülfe Don^t^. 
54, rrfrnncn. (Sd (äft fti^ jrbot^ birfr (^lftd)ung a\x^ unmtttris 
bor aus txr in tcr ^mnerfung jn {. 500 grgrbfnrn (S^Iric^ung 

S/Frfir = FSwF + Jdx r^V—^^c^ 

^frlfitrn, n>o je^t nic^t mr^r $rr = gu fr^en ift. X)mn nimmt 
man baS ^ntrgral t^on J^'o bi6 J?««, fo fommt 

hl ''vdx=^VoSxo + V^8x^+ 1 ^dx(^bV~^xy 

totlditt ^u^btuc! mit htm obigrn bötlig übrrrinftimmt, mwn man 
bad Solgrnbc htadjttt 
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fr|unQ ieöer ^unft ^er erfleti (Suroe jej^t baburd^ in bie 
pmtt Surüe ttbertra^ieu toixb, ba^ t^toi^^l a? iu a? + ^^ ^I^ 
aud) y in y + 8y übctfle^t. golfllid? ^at bie Drbinate, 
tvelc^e ber ^(bfcifTe d? tu ber geänberten (Eittüe eutf)7ri(^t; jtt 

xljxm SfuSbrucfe y + % — T ^ + 8^ Sa?, ober wenii man 

bie ®röfen ber jtüeitcn Drbnang t)ernac^Iäf(igt, y+8y — 

^ 8a?. aßßitt mnn affo ben SBert^ üon bV in bem Dorljer= 

gebenben STuöbrucfe enttnicfeln, fo mnf nian bie @a^e fo 

anfebcu, nie ob y md)t um 8y, foubern um 8y — ^^^ 

jugenommen Ijabt. 2)a8fe[be gilt üon ben berioirtcn ??unc=^ 

tionen pon y. 9flö annähme tjou ~ barf man mir an^- 



(fi? 



<i) 



3una^me üon — ^ nur 8 ^^ — ^8a;; u. f. f. SBenn man 

affo je^t, n?ie im §. 499, mit N, P, Q, zz. bie partieffen 
©ijfercntialoer^ältniffe ber Function V refp. in SSejug auf 

bie 85eränbcr[i(!^en y, -~^, ^, it. bejeit^net, fo mu^ man 

l^ier fdireiben 

@efet man nun ferner 
fo ergibt fic^ burc^ Differentiation 

dx dx^ dx da; dx ^ 
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unb trenu man bnju bit ibetttif^e ®[ric^ung ^bbirt 

CS dy 6dy rfy hdir 

dx dx dx ds ' 

fo fümmt, ba bit Drbnung btx 3eir^en d xxnb 8 nni^ ®iff5= 
für üertaufc^t merben barf, 

dx dx^ dx 

*3)ifferfntiirt mm triebet biefe ®Ieicf)unti, moburc^ man ertuilt 



-^ ^ Sa? — ^ — == 



ite dir* dx^ dx dx^ ' 

imb nbbirt bnju bic ibentifc^e ©leii^ung 

^d*y ^ dx dx dhi bdx 

fltr». dx dx dx^ dx ' 

fo jinbet man ebenfo 

(tp2 dx^ ^^ — rfj^a • 

?fnf biefe SBeife ert^ält man 

dpc^ dx*' dx^ ' 

unb fo fort güfglic^ fann ber Dorpe^enbe 9fn8brndE für 8r 
gefi^rieben werben 

J)te a3ebtnfliing8jki(^ung füt 5a8 SJkifimum ober ajMs 
ninnim roirb nlfo je^t 

f - F„ Sa^o + F„ 8jr„ 




»=• . / "^(»^+P*+,fi"+»^» 
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X\XIX. «I»f4»itt 



iinb wenn man auf 5er ret^tcn @eite Wcfcr ©(ei^ung 6«^^ 
fclben Umformuttgen üornimmt voit im §. 500, fo t>txtDan^ 
belt p^ bic ©Icic^unfl in 



0= 









- öo 



</;r 



da: 

f-K. 







dx dx^ 



5^ 






rfp ,</»(? <PÄ , n/'s </» 



dx ' dj;2 rfic^ 



SJcrflIeicfat man biefca 3tcfnltat mit bemjenigen beS 
§. 500, fo ftetjt man junfldjfl, ta% man ^ler jn ber näm== 
litten nnbejlinimten ©leic^ung gelangt 



= i^ 



dP^d^O 



d^B 



+ K., 



rfj? ' (to* dx^ 

n)eld)e für ade ^nnfte ber ßnrüe crfüCt tcerben mnß. S)ie^ 
beftimmten ©fcidjnngen bagcgen meinen Don benen beS 
§. 501 ab, fomol burdi ginfüljrnng ber ©üeber — FoSjto unb 
FcoSa^«, ala andj babnrc^, ba| jlatt ber ©rö^en 8yo unb 



rfyo 



dyt 



%c. gefegt finb S^o — j^S^o nnb Sy« — ^ 8a?« 5 flatt 



d^ 



dx 



Der (Sröfen 8 ^ unb S^ flefcfet 8 ^ - g^6*, unb 



rfy< 



«Py. 



8^ — ^8a:«i u. f. f. <So laiifle 6ie Variationen 

Sxo, Sj/„, 8 ^, K. unb 8a;„, 8y«, 8 ^ , jc. wiDf ürlii^ pn^ 

^iit man ben Soeffirienten einet Jeben biefer Variationen 
für ft(^ g(eic^ 9lut[ ;u fe^en, wobucdf man eben fo Diele 
tttft^iebeue Olci^unöen erl^äft, benen ber gefn^te 9f«9bnitf 
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üoit y bmä} a? ©mügc leiffcn m«p; wenn man batin föt 
of die 93art^e ^o unb a;«» an bit ®te(k fr|t 98rnn einige 

üon btxx ©rö^cn a?, y, ^ , ^ , n. für ben einen ofcer 

aubern Subpnnft ber (Surue befiimmte 2ö||rtl;e teftfeen^ fo 
faden bie ©lieber, Wrfc^e bie SBariationen biefer ®röpen 
entfialten, üpn felbfl au6, unb man f)at nur bie mit btxx 
übrigen Variationen befjaftetcn ©lieber gfeic^ Slutt ju fe^en. 
^äwä) ijl ju bemerfen, baß, wenn bie ßaße' bcr ©nbpunfte 
Dollfommcn wiBfürlit^ bleibt, ein jeber biefer fünfte in ber 
®6ene ber 6urDe angenommen werben fann, wo man wiH, 
o^ne bod er ouf^ört ber SSebingting baS Snapmum ober 
9){inimum beS Dorgelegten t^eflimmten 3ntegra(d ©enilge 
}u leifleu. golgfic^ barf man in biefem gatte 8a?o = xxnb 
8^0 = fc^en, unb mitljin biejenigen beiben ©leic^ungen 
weglaffen, wefdje burt^ ba9 StuQfefeen ber ßoefficienten, mit 
benen biefe beiben Variationen 6e[>aftet ftnb, ju ©taube 
gefommen fein, würben ] ber in Jftebe ftefjenbe gall liefert 
affo jwei ©feidjungen weniger jur ©efKmmung ber Gon^ 
flauten. 

§. 504. ®9 fauu ber Satt eintreten, baß bie ?function 
V in bem be|Hmmtcu Sutegrale 






Frfa?, 



wett^eS JU einem SWarlmum ober SDlinimum gemacht wer- 
ben fott, eine ober me[)rere üon ben ®rößen x^, y^, -~^, 

^, 2c. ober ^«, y«, ^ , ^ , u. in fi« entt)ält, welche 

ftc^ auf die ®ubpunfte ber (Snrüe belieben, ©in S5eif)}if[ 
biefer 9frt liefert bie Aufgabe ber Srac^iffod)rone, §. 497, 
wo bie gunction unter bem Sutcgraljeidjen bie 9fbfcifre beö 
erften biefer beibeu spuufte eutWIt. 9J?au muß in biefem 
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Baffe bei bet SäHbtmg 5er SJarlntion 8F aiui^ bie tu Siede 
fle^en5en.®t0fen üatiiren (affeit^ faBd ntc^tettrai^reSBftt^e 
üermöge ber 5latur ber ^fufgabe coiijlant finb. 

SBenn j. 58. T bie ®röf e a?o enthält, fo wirb, wenn 
man bie SBariation üon V in SBcjug auf a?o mit fA8a?o be^s 
jclc^net; ber Sfuabrucf t^on 8F im §. 503 um ia^ ©lieb 
|Li8a?o üerme^rt werben muffen. Sotgfic^ mu^ ia^ Ofieb, 
welches in ber fflebingungSglcit^ung für ha% SDlarimum ober 
SJlinimum mit bem Sntegrafjcic^en bet;aftet ifl, üermefjrt 

werben um bie @rö^e / ^"ia?.|i8a7o,ob.Sa?« / ^"ju/a?. S)arau§ 

ergiebt ftt^, baß man biefe ®röße auf ber rechten @eite 
berjenigcn unter ben beftimmten ©leid^ungen I^injufügen 
muß, welche jtc^ auf bie untere ©ränje .bejic^t, fo ha^ ha^ 
mit 8a?o behaftete ®Iieb in biefer ©leic^ung wirb 



(^-Fo-fJ^J"^rfi?)8a?o. 



Sfuf biefefbe SBeife würbe man auf bie Variation ber übri^ 
gen in Siebe ftebenbeh Functionen 9lücf jtd)t ju nefjmen ^a^ 
ben, wenn biefelben in ber Sunction V Dorfommen füllten. 

§. 505. S3i8 [)ie[}er würbe ber gaff betraci^tet, wo 
eine einjige nnabpngig'e SBeränberlic^e x oorfiegt, nebfi einer 
Function y, wefdje üon biefer SSeränberlit^en ab[;ängig if}, 
wie e8 in äffen Sfufgaben Jiattfinbet; bie fic^ auf eine ebene 
Surüe bejie^en. 3n ben Slufgaben bagegen, welche eine 
GurDe üon boppefter ffrümmung betrachten, ^at man eine 
unabtjängige SBeränberfid^e x unb jwei Functionen y unb s, 
wefc^e oon biefer Serän ber lii^en abhängen. S3ejeic^net man 
wie früher ba% beflimmte Sntegral, welches ju einem SMa* 
^imum. ober S^inimum gemacht werben foQ, mit 






vhx, 
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fü enthält (;ier bie Sitnction K im adgttneinen ^ mt^ 

btv SScränbcrfit^cn x, bie Functionen y, /. t4/ ^f» ^"^^ 



dx' dx^f 



dz^ dH 
*' dx' IS^' ^^* 



SJlan neunte juetfi wie in §; 499 bie ©ränjen d?o unb 
Xü, bed 3ntegTa(d ald conjlant an. S)ie SSariation biefeS 
3ntegratd if} fobann 



/. 



^0 



85Bcnn man ferner bie Function V in ffiejug auf bie ©rC^ 
fen y, z unb beren berioirte Functionen bifferentiirt, unb 
bie !J)ijferentiare mit 8 bejeic^net, fo ^at man 

+ «8*+p8 I + ?8 S + ""^ S +"• 

unb bie ®Ici(^ting, totlc^e bie SBebingung beS SRa^imitm 
ober SJlinitnum bes vorgelegten brflimmten Integrals au9s 
brütft, wirb 

SBenbct man auf biefe ©leic^ung bie ©ntmidfelung oon 
§. 500 an, fo ergibt fic^ mie im §. 501 : 1) ba& für aOe 
fünfte ber Suroe bie unbeflimmte ®(ei^nng befielen mufi 

welche; toenn bie SBariationen 8y unb Sz 0()Oig unabt^ängig 
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XXXiX. «H^iiüt 



Don rinanier ftnb, in bit beiben getrennten ©biij^nngen jer^ 

fäat 



= iV 






d[i7 



«ir* 



^ dp ,uPq rfV , 

unb 2) bnf nmn ebenfo filr bie beiben Snbt^unlte ber @iirDe 
folgenbe beffimmte ©feidjnnflen ^aben mnj: für ben erften 
«Punft 

dOo I rf'Äo 



= 



■-(n 



djc ' rf:r> 



'-n.) 8y„ + ((?«- '5+K.) 8 g' 



+ («-«) 8 g^ + K. 



+(^o-g+£^-K>..+ (,.-^+„.)8g 



K(r„-K.)8g+2C. 



unb für fcen jmeiten ^untt 



= 



ds 



+ (Ä-2C.)8^+«. 



+ C''" - S^ +"•) ^*" + 0- - fe +"•) ' 



dz 



ci 



<Ü7 



rf*«. 



fjrtr blefe beiben ©leit^nngen gelten übrigens biefefben S5e«= 
merfungen, wie im §. 501 , in ©etrejf ber 58ebingnngen, 
meld?e für bie Snbpnnfte ber gnri^e gegeben fein fönnen. 
gbenfo mirb man anf bm Dorfiegenben SiiH bie ®emerhins: 
gen beö §. 504 übertragen, rü*jid)tlid? ber S^öt^menbigfeit, 
in bem ^fnöbrnrfe üon BF bie SSariationen berjenigen ®rö== 
fen in SBetrac^t jn jie^en, welche ben ©riinjen entfprec^en, 
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fntta biefe ®röf cn t)erän^crfic^ fiitb uiib in btm ffuSbrutfe 
5er Function V DorFommen. 

®0 Faim Feine ©(^wierigFeit Ijaben, biefe ®nttüirfelung 
auf füld)e SciHe miSjube^nen, wo eine flrö|ere Sfnjn^I üon 
Functionen tjoriiegt welche t?on 5er 83erän5erlit^en x c\b^ 
^Angig ftnb. 

§. 506. SJtan Fann ^ier wie im §• 502 6emerFen, 
ba^ bie ®Ieid)ungen 

wofttr man au(^ [(^reiben Fann 

" ~ dy dir V dyj "^ di:^ V.^y V ^^* V^/ V "* ^^* 
^~ dt dx\ dz'J "»" da:« \^dz" J dl?» V *^" V ^^'' 

inbem man y, y\ y"\ 2c. an bie ©teffe üon ^, 0, ^; 2c., 

unb z\ £', z\ 2c. an bie ©teile Don £i-^f-^» ^t- Wf 

bie not^wenbigen 93ebingungen auSbrüden, bamit bie tfunc^ 
tion Vdx ein genaues S)iferentia( tft. 

3n bem Salle, wo biefe Function nur bte erjle Drb* 
nung erreicht rebuciren ftc^ biefe ®feitbungen auf 

dy dx \dy J' dz dx K^dt'^' 

SOtan fc^Iiept ^ier junä^fl wie in bem nngefüt^rten ^ara^ 
grap^eii; ba| bie in Sftebe f^el^enbe Function; um ein genaues 
Differential ju fein, bie Form l^aben mup 

(4 4- By + Cz)dx, b. i. Adx + Bdy + Cdt, 
wo A, B, C Functionen bejeic^nen, welche x, y, z enthal- 
ten. 3)iefe Function gibt fobann 
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dV dA , dB , . dC , dV dA . dB , . dC 



dy dy ^ dif ^ ^ dy ' dz dz ^ dz ^ ^ dz 

uub tücnii man bicfe Söertfje in 5ie SSebingungSgleit^ungen 
fubflitiiirt, fo fommt 



^ dA . dB , , dC , /-dB . dB , , dB ,^ 
^ dA , dB , , dC , r dC , dC . , dC ,'\ 



= — — — ^ T— - ''^ \ 
dy dx \^dz dy 



■) 

dz flfe ■" V.di ~" dyy^ ' 

®a i)icfc ©leic^ungen ni(^t jur SßefHmmung t?on y imb ä' 
bleuen fönnen, bay uitb z beliebige Functionen üon a? fein bürs^ 
fen, fo erhält man iarauö bie brei oerfc^iebenen ©fei^ungen 

^-^ — -^ — — = — — if^ — 

dy da? ' dz dx ' dz - dy ' 

übereinflimmenb mit §. 3()5. 

§. 507. SBenn man jefet annimmt wie Im §. 503, 
ioi^ bie ©rdnjen a?o nnb a?« beS üorgrfegtcn befiimmtcn 
Sntegrala jtc^ önbern f önnen, fo mu^ mau cxwii bie Sfbfciffe 
X Dariirtn tajfen. SJian erfennt feiert, ia^ bie S3»iriationeu 
berjenigen Drbinaten, meiere biefer Sfbfciffe cntfpreci^cn; oX^^ 

bann nic^t me^r 8y inib hz finb, fonbern hy — ^ 8a? unb 

dz 

8j5— ^8a?. Fofgfid^ mivb bie iinöeflimmte ©leic^ung, welche 
für alle fünfte ber (SutDe bepeCjen mu^, 



0= 
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iinb menii bie aSrtriationen 8a?, 8y, bz üt^Hig unnbl^Äußig 
Don ehianber ftnb, fo ^at man »ie oben bie beiben ®lei» 
(jungen 

= n — ^ 4- — — i- 4-2C 

Slütffic^tnc^ ber bejiimmten (Sleit^uiiflen wirb man eben^ 
fo finben, ba^ man auf ber rechten (Seite berjcuiflcu ©lei^ 
(%ung, wef^c fi(^ auf bie erfie ©ränje bejiebt, bnS ®Iieb 
— Vo8xq ^injujufüflen \)at, fo wie flatt 8^© nnb 8j5o ju 

fefren Sy« — ^84?o unb 8äo~^"8^o5 ^M 8^ unb 
<^ä- W^«^%-S"«-o unb 8^-go8,^. ,^.f^ 

S)ngegen auf ber regten ©eite berieniflen ©leit^ung, tt3efrf>e 
^ü) auf bie jto/ite (Stänje bejie^t, bat man baQ ®fieb F„8a?„ 

^injujufüflen, unb ffatt 8y« unb 8äo ju fe|eu ^y« — ^Jf 8j?« 
„nb 8^ - g^8*„5 Patt 8 1^ unb 8 ^ ju fefeen 8 f - 

^8^„un5 8^^_f^8a:„5tt.r.f. 

§. 508« 3n ben Sfufs^en , tvelc^e ftc^ auf fSI^^eu 
bejietjen, — j. 33. bei ber STuffut^ung bcrjenigen Stäche, 
ttjeld^e, tjon einem gegebenen Umriffe begrSnjt, ben ffeinften 
tnögfiti^ert 3n^att beft^t, — ^oX man jtrei unabhängige a3er:= 
änberfic^e x unb y ju betrachten, nebp einer Function z, 
weld^e üon blefen SJeränberlit^en abfangt ®0 [;anbelt fid) 
fobann barum, bie SSebingungen beö aWopmum ober ^\n\^ 
ntum eines boppelten befHmmten 3ntegral8 auöinbrüdfen, 
loelt^ed bie Sorm beftfet 



dx / Vdy, 



9o 
9twUx, ^ip unb Sntegtalr. II. 53anb. 13 
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unb in iveldjem V im attflemeiiieii bic unafc^änfligen Btx^ 
ftnbetfic^cn a? mb y iirtjl bet giinction « unb i^ren bin« 

oirten Functionen |, |, g, l^^^i. «• "'t^^Iten 

fann. 

es möge l^ier nur ber Satt betrachtet n^erben, tt?o bie 
sprojection bes UmriffeS, vozli^tx bie gefudite Sfä^e beftränjt, 
auf ber ^btwz xy ein fftec^tedf bilbet, beffen ©eiten refp. 
ttn Sfc^fen ber rr unb y paraffel ftnb. $)ie ©rfinjen j?o 
unb ar« beieic^nen bie auf erflen «fbftijfen , unb ebenfo bie 
®ränjcn y^ unb y« bie auf erften Drbinaten. Serner feilen 
biefe ©rciujen gegebene unb unoeränberlit^e SBert^e l^ciben, 
fo baf berUmrif beS in 9lebe jle^enben gläc^ent^eilS immer 
ju feiner «projection bie Seiten jenes fftetbtetfS bel^aft 9(16:= 
bann ift eö nie^t nötbig, bie Sfbfciffen x unb y i>ariiren 
ju faffen. Die Variation bee Dorgelegten befHmmten Sn- 
tegralS wirb alfo 






unb menn man fe|t 

fo erhalt man alö Sfuöbrui für bie ffiebingung be8 aMapi^ 
mura ober SMinimum beö oorgelegten SntegralS bie ®Iei== 
^ung 

§. 509. SBenbet man hierauf bie Stegetn ber SSaria- 
tionSrec^nung an^ mie im §. 500^ inbem man in äffen 



(Sfiebern, tücld^e untfr bem bopptUtn Snttgraljtid^eii tnt* 
^«rteii jtitb, bad deichen d »or 8 fe^t, unb fobann nnt^ 
ber Snteöratiou burd) Steile üctfä^rt, fo laffcn fit^ bicfe 
©lieber auf fofgenbe SBeife iimwanbeln. 

unb folglich 

y"^«^ /y« ^ /"fco /"yu 

Die 3ei(i^«i (a?o) unb (a?»), unten an bre Äfammern 
gefegt; foHen auSfagen, ba^ in im in biefen klammern ent* 
^altenen ©rö^en für x refp. ble SBert^e a?=a?o unb a?=a?« 
gefegt feien, b. ^. ba| biefe ©röfen biejenigen SBert^e be^ 
{t|en; me((^e ben ©ränjen ber Släc^e i^nraKel mit ber @bene 
yz entfpre^en. 

©iefefbe Umformung gibt 



&?/ dy.N~=-^l dx(NSz)^ ,+ / dd?(iV8Ä 



(yj 



^r^d.p 



^0 c/yo ''y 



CDie 3ei(^en (^o) unb (y») bebrüten , ba| bie ki ben 
klammern enthaltenen ©röfen biejenigen SBert^e angenom* 
men ^aben, meiere ben ©ränjen ber 3(ä(^e parallel mit ber 
6bene xz jugc^örcn. 

— 8ä + Const, 

13* 



■{■jjdxdy 



19« 

roornus 



\x\i\. nki^m. 



-f. 



I """da? / 

J ^0 J y 



yo 



dx'^ 



P8 






dz 
dar 

dz 



J Ui 



'dP 
dx 



8ä 



) 



(^o) ■ 






+ / d^ 






mit) fo(gH(| 






'o 






J ^a J y 



'iüi 






Sfbct man ^(it 

T^^Ö 2 = (?8ä - Jrfa; 2 8^5 + Coqst, 

unb baburd^ Derwanbeft fic^ bcr Dorflc^enbe Sfii8brutf in 
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d^bz 



yo ''^^ ^^^^ 



Kf''-) 






(yo) 



S)ci9 folgenbe ®üe5, weites R enthält, erfährt biefrfee 
Umtüanbfung tüic 5a8 mit P behaftete ® lieb 5 man ^iit atfo 
in 2) nur nöt^ig x unb y ju rtrtaufrfjtn. 

©efet man biefe SBert^e in bic ©feicfcung, trefc^c bie 
©tbingung bc8 2Jlnpmum ober aJlinimum barjleHt, fo n^irb 
' biefef be 



-/>[(»-^-f+«-)'-+c'-)»S+-]„, 



t/:>r<-^f+s^ 






— 2C. j 



) 
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3)icfe ©[eit^uiifl muf für aHc SBcrt^e OüItiflWt Ubm, 
treldst man btn aSariiitionm ber Drbinotcn fcer fünfte, 
bie im Snncrn ober auf ben ®rän§en ber Stärkt litflen, 
rrt^eUen mag* 

§. 510. gjlan §at alfo erjlenS bie unbefHmmte ®Iei* 
c^ung 

da; <fy ' da?« "•" (te^ » «ty» "' 

btt für alle 9BertI)e ber Soorbinaten, welche jtüift^en btn 
©ränjeit ließen, ®enü^e gef^e^en mu^. 
§• 511. ajlan ifat ferner ju fejjen 

uub n^enn a(fo bie SSariationen 8z ber Drbinaten in bm 
Dier .®dfpunften be8 JUet^tetfö , welches bie ^rojection 6er 
Stäche barpeat, tüittfürlii^ fmb, fo mu^ für bie SBertt>e 
ber ßoorbinaten, welche biefen ^'unften angehören, Q ben 
SBert^ 9lun I^aben. 

@obann \)at man bie (9(eid}ung 

bie für aDe SQert^e ber (Soorbinaten befielen muf , meldte 
^luiften auf benjenigen ©ränjen ber Stätte angetjören, bie 
mit yz paradel fmb 3 nnb enbUi^ bie ©teic^ung 

bie für äffe 2Bert[;e befielen muß, welche ^unftm auf bm::' 
jcnigen ©ränjen angehören, bie mit a;z paxaM pnb. SBenn 

bie SBariaHonen Sä, 8 J, 8^, k. an biefen ©ränjen mlff:= 

füriit^ ftnb, fo Ijat man iebeö ®tieb biefer ®Ieic|ungen für 
flc^ gleich 9tuff jn fe^en. 



dIrldtiDf SRarima unb fD{tntiii<i. 

§. 512. 3tt bem ©is^crigcn lourbe fHHfd)tt)eiöcn5 bie 
93oraudfe|ung gemacht, ba^ feine im SSoraud gegebenen 
©ejie^nngen unter benjenigen ©rößen flattfinben foHten, 
weld^e in bm Sfuöbrutf ber Function V eingeben. Snbeffen 
liefert bie Statur ber Ijier in Siebe fle^enben STufgrtben in 
ber Siegel gemiffe ffiebingungen, auf welche Sflütfflt^t ge* 
nommen werben mu^, wä^renb ju gleidjer 3eit ber ©e^s 
bingung beS 2}}apmum ober SWinimum be8 üorgetegten 
Sntegrald ©cnüge gefcijlet wirb. 35er ©inffup folc^er ©e=s 
bingungen äußert fic^ baxxtif ba^ jie bie SBa^I ber SBertfje 
beft^ränfen, welche ben mit 8 bejeic^neteu SÖariatlonen beis^ 
gelegt n^erben fönnen. 

aSenn j. 58. ber SÖert^ beö üorgelegten befHmmten 3n- 
tegralö tjon ber ©ejiatt einer ßurüe abWngig \\t, fo fann 
es gefc^c^en, ba^ bie (gnbpunfte biefer Surue ber a5ebin== 
gung unterworfen ftnb, in jmei ge^^benen ßinien enthalten 
JU fein, bereu ®leid)ungen fmb y==(p(a;) unb jf==t|>(j;). 
S)ie SSariationen 8a?o unb 8yo ber (Scorbinaten be6 erften 
«punftö, fo wie bie SJariationen 8a;„ unb 8y„ ber 6oorbi:= 
naten beö legten fünfte, mfljfen alöbann in ben entfpre:= 
djenben IBer^ältnijfen ju einanber flehen, fo ba^ fle refp. 
biefen ®Ici(%nngen ©cnüge leipen. ajlan muß atfo in bie:= 
fem Saffe ^abcn 

totli)t beiben ©leic^ungen gteic^ieitig mit bm beftimmten 
©leic^ungen befielen mfiffen^ bie man burc^ bie (SntwidFluns 
gen ber §§. 501 unb 503 gefunben ^at. 

SBenn ferner bie SRicfetung ber Sangente in ben ©nbs 
fünften ber gefud)ten @urt)e gleidifadd mit ber 9tt(!^tun(i 
ber SEangente berjcnigen ßuruen i'ibereinjiimmen fod, bereu 
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©feidniuflfu finb y=<p(d?) mb y=i|>(a?), fo Ijat man 
iioc^ bic ©fcic^uurtcn 

dx dx^ dx dx^ " ' 

u. f. f. ]\\x bie übrigen 2)iffcrcntialtjcr^aftniffe. SDlit ^ülfe 
biefer SScbinfluiiGöglcii^unflcii fann mau einen S^cU ber 
SSariationen, meiere ft^ in bcn ©cbingungagreic^ungen 
i>ürfinben, climinireni nad) biefer Elimination werben bie^ 
übrig bleibenben Variationen üollfommen wiHfürlic^e ®id^ 
fen fein, unb man wirb mithin ben (Soefjtcienten einer \t^ 
ben einjefn gleich Sind fefeen. 

§.513. (£8 fann inbeflfen anc^ aSebingungögfeic^ungen 
geben, bie für äffe SBerttje ber aSeränbertie^en ©üUigfeit 
bel)alten follen, n?fl*e innerhalb ber ©ränjen beö t?orge- 
fegten befiimmten 3ntegraf8 entlialten jtnb» ©nc^t man 
j. 93. bie fürjefle 8inie, n^efc^e auf einer gegebenen SMdje 
jirifc^en jmei in i[}r angenommenen fünften gejogen wer- 
ben fann, fo mu^ augenfdjeinlic^, wenn man bie ©feic^ung 
ber Städte mit F(x,y,z) = {i bejeic^net, bie JDrbinate ber 
gefuc^ten ßinie immer biefer Ofeit^nng ®cnüge leiflen. 3n 
einem folt^enfjatle werben alfo bie SSariationen ber ®rbßen, 
wefd)e in ber Function V enthalten ftnb, burc^ bieSSebiu:: 
gung befd)ränft, ha^ bie SBerttjc biefer ©röjen fletS bie 
geiubfue ®lriAung erfüllen muffen j unb mit[;in mu^ biefe 
®feid)ung anc^ noc^ bejletjen, wenn man in if)r, ftatt biefer 
®rö^en, bie um bie SSariationen üermeljrten aSJeitCje ber^^ 
fefben aw bie Stelle fe^t. SJtan fann bemgemä^ bie ge- 
gebene ©feic^nng inffiejug auf bie in Jrtebe flefjenben ©rö- 
fen bifferentiiren , inbem man bie !l)i|ferentiale mit 8 be^ 
jeic^net. @6 fei nun affgemein 

L = 
eine S3ebingungagfei(^unfl, in welcher L irgenb eine SnncHon 
t»on ben unabf^ängigen SBeränberndjen, ben abljängigen S3er:? 
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äitberiic^en mib 5en beritirten f5unctionen btx fetteren 6e* 
beutet; fo bilbe man bit @leic^ung 

6L = 0, 

mo 8 eine S)ifFetentiation anjcigt, n^elc^e in SSejUg nnf 
ade biefe üeränberlichcn ©rö^cn auSgefül^tt wirb. X)icfe 
©tei^ung fann mon fobönn jur Elimination einet ber 
SSariationen anrrenben, teelc^e in ber luibeflimmten ®Iei:» 
c^unfl Dorfornmen, bie bnrc^ Jba^ 5tuIIfefeen beöieuiflen ®Iie* 
beS entpanben ift, tüelc^ea in ber attgemeinen ©lei^nng, 
bie bte 83ebingnng bea SJlajrimum ober SKinimum auöbrUtf t, 
unter bem 3ntegraljeic^en jle^t» 

6benfo n?irb man üerfa^rcn, trenn mehrere ber vorigen 
analoge ®Iei(^ungen 

M = 0, iV = 0, 2C. 

gegeben fmb. 9Wan bitbet gtcii^faffs bie ©leic^nngen 

Sitf = 0, SiV^ = 0, 2c. , 

to^läjt man mit ber genannten unbejlimmten ©leiti^ung 
üerbinbet, um fo üiel SSariationen mie möglid) ju eliminiren. 
33ie (Socfpcienten ber übrig bfeibenben SSariationcn werben 
fobann einjefn glei^ 9tuff gefefet. 

§. 514. 3n anberen Sfufgaben wirb baB gefuc^te 
SJtapmum ober 9)linimnm an bie SSebingung gebunben, 
ba^ gtei(i^jeittg ein gegebenes beflimmteS 3ntegral einen 
bepimmtcn JBJert^ beibetjalten foff. a)iefe gäffe finb ea 
Dorjugöweife, welche man mit bem Flamen ber rclatit»eu 
8Kaj:ima unb SD^linima bejeic^net. ®8 gehört ^ier^er j. 83. 
Jjie 9fuffu(^nng bcrjenigen Surte, meiere, bei gegebenem 
Umfang, einen fo großen ober fo fteinen Snl;alt wie mög« 
lic^ einfc^Iie^t. 2)tan Ijat ein Sntegral wie 



J ^o 



Vdx 
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J ^i 



jii einem 99lopnium ober aninimum jii machen, n?A()reut 

juflteic^ bie ©teic^ung befielen fott ^ 

Vix = CoDsL 

wo V fllei^ wie Y eine guiution üon ar, y, ^ , -^- , zc. 

bebeutet. S)ie JBebiitflungen ber Sfufgabe liefern bie beibeii 
©leid^ungcn 

8 1 Frfa; = 0, Kl l^rf^r^O, 

!5)et SfnSbrutf biefer 85ebingungen wirb aber ni^t geänbert, 
wenn man tie jweite ©feic^ung ju ber erjien abbirt, nadj^ 
bem man fie mit einer wiHfürlidjen ßonpante a multiplirirt 
l^at.' SJlan fann alfo [(^reiben 

8/ '^Vdx+aS I V£/j7=0, ober 8 / V+fl^y^=0. 

S)iefe Icfete ®leid?ung ^at man nun nadj ben fitiberen 
Siegeln ebenfo ju be[;anbeln, al& ob man bie Function 

' X 

\v-j'aU)dj; 

Xq 

JU einem abfoluten 9)la|rimum ober ^Rinimnm machen wiR. 
Offenbar muf nämfic^ biejcnige SRefation jWifdjen y unb x, 
weiche biefe Function ju einem abfoluten aÄajrimum vbtt 
äRinimum mac^t, auc^ ber Sorberung ®enäge leiflen^ bc\j^ 

I ^^ rdx ein SMajrimum ober SDlinimnm werbe für alle 

gäHe, wo / ^" Udx einen gegebenen SBertt; annimmt. 35nm 

wäre bieS nid^t ber gaff, fo würbe eö für bie Summe ber 
beiben ffunctionen SBertlje geben, wefdie größer ober Heiner 



^ X 
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tvären ald bie bnxdi 5aS abfolute anaptftum ober äRinimum 
gegebenen SQert^e^ tt^ad unmbglid^ i{l. S)ie 6on{lante a i{l 

fo ju bepimmen, ba^ baB Sntegral rf** rrfa? ben SBert^ 

annimmt; welchen man in lebembefonberenSaffefeftgePeUt ^at. 

SBetfptele ^ut SSariationdrec^nung. 

§. 515. ®8 werbe juerfi geforbert, bie fürjefle 8inie 
JU bejlimmen, welche jtüifc^en jtüei gegebenen (Surüen im 
Jftaume gejogen werben fann. SSeüei^net man bie Soorbi^ 
naten ber gefachten ßinie mit x , y, z, fo l;at man bie 
Function 

wo bie (Sranjca Xq unb a?« oeränberfic^ jtiib, ju einem 
3)linimum ju machen. 91ad) §. 507 erhält man ^ier ii\^ 
näc^fl bie beiben unbeTiimmten ©Icic^nngen 



d 
dx' 



dx 



1»/' +(!)■+(©■ 



= 



dz 
dl dx . ^ 



aus benen folgt 

dy 



= Consl 






= Const. 
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SDliiu fc^Iic^t rjicra\i8, baß bic S)lffcrcntiatt)cr^ältniffe ^ unb 

^ conflaute SBert^c ^aben mftffen, m\6)t ©igenft^aft nur 
bic flcrabc ginie bcftfct» ©efet man alfo 

fo ^at man 

y =szbx -}- m, z = cx-\- n 

als ®(fic^uuflen bcr gefiicbtcn 8iuic} n^orin h, c, m, n 
füittfürlicbe Sonjlanten fmb. 

9Ba8 bic SScbingungcn betrifft, tücle^e jicft auf bic 
©räujcu bc8 Sutcgrata bcjie^cn, fo erhält man für ben 
erfien ^unft ber gcfuc^tcn Siiiie bic bcflimmtc ©Iciij^ung 

tt)tldjt fxd) vereinfacht in 

= 80,0 + |i 8^0 + g8v 

3n bicfcr ©leictung bcbcutcn bxo, Sy«, 8äo rcfp. bic ^ro* 
jectionen ber OrtSücränberung, welche man bcm erfien fünfte 
bcr ßinie ertt;eift ^at, auf bic ?fc^fcn ber a?, ber y unb ber 
z. StaA ber S3orau8fe|ung muß aber bicfer ^unft fxd) bt^ 
fiiHnbig auf ber erften üon ben beiben Surüen bejinben, jroi:= 
f(^en benen bie ßinie be8 fürjejlen Sfbflanbea gejogeu lücr- 
ben fott. golgfic^ fönnen bie SBariationen 8a?o, Sy«, ^Zo axx:^ 
gefef^eu werben rrie bie ^rojectioneu be8 gfementa biefer 
6urt)e, mefc^ea bem in SWebe peljenben erfien fünfte anliegt, 
auf bie trei 9ft(;fen. 2)arau8 ergibt fic^, ba^ bie l?orfie^ 
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t)6iibe ®(ei(j^tin0 bit S3et)ingung audfpric^t^ baf^ bte 8inic 
beS fftrjefhn 9{5fiatit)c$ mit bicfem ©lemente riiien rechten 
SBinfel einf^tUfen muj. 

©ine äßnli^e ©Icic^ung txf)i\lt man für bcn anbrrn 
©ubpunft btx geflitzten ginie, iCic fürjefie Sinie ijl nlfo 
eine gerabe ßinie, mlä)t rec^tüoinnig auf ben beibcn (Surüen 
fie^t, jiDift^en bcnen jie ge jogen ip. 

SJtan gelangt ju einem ä^nlid^en Stefultate, wenn man 
bie ßinie bea fürjeften SfbflanbeS j»ifi^en jwei gegebenen 
frummen Ufäc^en fud)t. I)ie Variationen bxo, 8yo, S^o ber 
vorigen (Sfeit^ung müjfen aföbann angefe^en ttJerben n?ie 
bie ^rojectionen irgenb eines ßinien^glements, n^elt^eS man 
auf ber frummen gfätfee üon bem erjlen fünfte ber gefuc^^ 
ten ßinie auögeljenb angenommen bat, auf ^ic brei Sfi^fen. 
3)iefe ©leie^uug brtttft affo au8, ba^ bie ßinie be9 fürjepen 
SJbfianbeö ret^tn^inftig auf ber glädje jlerjen muß. 

(Sbenfo n^ürbe eö no^ fein, wenn bie ßinie be9 für* 
jefhn SfbflanbeS jWifc^en einer ßurtje uub einet frummen 
Stäche bargefiellt werben follte. @ie muß immer beibe 
unter reäiten SBinfefn treffen. 

§. 516. ge werbe gcforbert, bie fürjefie ßinie auf 
einer gegebenen Stäche ju jie^en. S)a0 Sntegral, wefe^ed 
ein SJlinimum werben foH, ijl wie t?orI)in 



unb wenn man jur Sfbfürjung 

fe|t, fo ^at man nad^ §. 507 junäti^fl bie uubefiimmte 
(Steigung 

o-iCyiX''-%"')+i(jtX''->y 
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• 

Die aSflrintionen 5a?, 8y, bz jlnb ^iet ber {Btbingung un* 
terwotfeit, ba^^ jle 5er ©leidjung ber gegebenen Sfläe^e Oe^« 
nügc leiten muffen. S3ejcicl)net man alfo biefe ©leld^ung 
mit 

z = F{x, y\ 

fo ^iit man für bic SBcrtfje ber Variationen bie ffiebin- 
gungBgteic^ung 

8* = g8^ + f 8». 

@u6fHtuirt man nnn biefen Söcrt^ tjon 8ä in bie üorige 
©(eic^ung, unb fe^t barauf bie (Soefficienten Don 8y unb 
hx, welche unbcflimmt bleiben, einjeln gfei^ 9hiII, fo fommt 

dx' dx \ydxj *^ \^dx dxj ' dx Kj'dxJ' 

S)a bie gefni^te Sinie auf ber i^iäc^e liegen foQ, beten 
®[eic^ung ifi ä = F{x, y), fo muffen bie glemente dx, rfy, 
dz ber Gtoorbinaten ber einjelnen fünfte biefer £iitie gleich«: 
fadd biefer ®rei(i)ung ®enüge leiffen, fo ia^ man ^at 

äz_dF.dFdy^ 
dx dx '^ dy dx' 

©nbffituirt man biefen SBert^ in bie jtoeite ber beiben üO:= 
rigen ©feic^ungen, fo mirb biefelbe ibentifcft mit ber erflen, 
n?ie es auc^ fein mn^. 

Diefe erfle tSleic^ung flettt bie Statur ber ßinie beö 
fürjcflen SfbftanbeS feff, tüel&e ©egenffanb ber Sfufgabe 
iffi fie brücft nämfic^ eine geometrifc^e Sigenft^aft berfefben 
aus, meJc^e barin befielt, baß i^re Ärllmmungöebcne be:^ 
fiänbig re^tminflig auf berjenigcn Sfäd^e fle^t, anf ivtlä)ec 
bie ßinie gejogcn ifl. Um bie6 ju beweifen, bat man nac^ 
§. 232 als ©fcidjung bet Ärilmmungdebenc ber geflitzten ßinie 



^ = ^ -^ + ^' 

dx^ 

tinb tmcb §« 217 aU @Iei(^ung ber 6erü^rm5en (S6ene 
bcr SW^e, beten ®[ei(i^ung ä = F(a?, y) i|l, 

reo C uttb K Sonjlantcn bcbeutcn. 35ie ©ebingung, baf 
biefe bciben ©bencn rct^tminflig auf einanber jlcfjen foDen, 
wirb nai) §. 215 au8gebrü(ft burc^ 

dF rdz^ ^ _ fl^ dH\ läFdH 
TS \dx dx^ dx dx'^J ' rfy ite* 



dx^ 



+ 1=0, 



oter »etin man ^ mit $ülfe ber ©(eti^nng 



dx 



dz ^ iäF dy 



i/j7 (/jr ' dy dx 

efiminirt; 

\^dx dy dxj \jix dx^ dx dx^J ^ dy dx^ "^ dx^ ' 

ober aud^ 

^y , fdz\^ d^y dy dz d^z 
dx* ' \dxj dx*^ dx dx dx* 

mld}t$ fRefuItat ibentifc^ Ifl mit ber ®Iei(^ung 
A/^i*^^a.if 1/^1-^^ = 

<to V.K <tej "^ rfy * rfa^ VF dxJ "' 

lüie fw^ leicht nac^n^eifen lägt, fobalb man nur in bicfet 
legten ®tei(^ung bie angejeigten Differentiationen audffi[;rt. 
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J)ie SBebiiigimgen in SBtjUfl auf bie ©räUjen etflebeii 
fic^.mie im §. 515, ircnn mau juerfl btn etilen ^uuft ^cr 
ßurüe betrautet, au8 5er befiimmten ©leic^unfl 

SBenn biefer erfie 5>unft feiner gage na^ in ber f?Iä(fce 
gegeben ijl, fo gefcfciebt biefer^ Ofeicbung Don felbft ®euüge, 
tpeil man bann ^at bxt^ = 0, 8y^==0, 8zo=0. SEBenn 
bagegen bic ßinie beö ffirjePen Sfbflanbeö üon einer in ber 
Stätte gegebenen (Surüe ausgeben foC, fo bebeuten bie ®rö« 
^cn 8a?o, 8^0, 8äo bie ^rojectionen btQ (SIcmenta biefer 
ßurüc auf bicSfc^fen bera?, ber y unb ber äj unb folglich 
le^rt bie t?orflel}cnbc ©teid^ung, ba^ bießiuie be6 fürjeftcn 
Sfbpanbeö red^ttüinftig auf biefem glementc fielen mu^. 

(gin ä^nfici^ee Jftefuftat txlj&lt man für ben anbern 
enbpunft. 9Jlitbin mu^ bie f ürjepe ßinie bie beiben Eurüen, 
jwif^en bencn jle gejogen werben foff, unter rcil^ten aBtn:^ 
fein ft^neiben. 

§. 517. !Die Sfuffuti^ung berjenigen Sfläd)e, bereu 3ns= 
f)alt ein SRinimum fein füll; ip eine ber üorigcn äljnli^e 
?fufgabe. @6 werbe angenommen, ba^ biefe gfät^e burt^ 
einen Umriß begränjt fein foll, bejfen ^rojection auf bie 
ebene xy gegeben ifl. 35a9 Sntegral, wele^cS ein Wliwu 
mum werben foH, wirb fobann 



f>f>myWi 



*)'+., 



unb man Ijat l)ierauf bie ffietrad^tungen ber§§. 508 ac. auju^ 
wenben. SJhin ertjält nat^ §.510 bie nnbeflimmte ©leit^ung 

dz \ I dz 



d \ dx 

dx 




|/Q"+Q'+'/ *r(£)*+(|)'+. 



ober tücnn man b\t aiigejeigten S)iffercntiationen auSfüfjrt 

" '~ WdyJ '^ Jjda;^ dx dy dxdy'^\\dxj "^"^ J dy'^' 

S)iefe parficllc ®ifferential(^fei4img ber jtücitcn Drbnung 
gehört bcr gefugten glä^e an. !J)ie tülHfürlic^en Sunctios^ 
nett; wcld)c in i[;r Sntegral eingeben, muffen fo bcflimmt 
werben, ia^ bie fflftcbe burd^ ben gegebenen Umri^ ^inbnrc^:? 
gel^t. SBeim biefer Umriß fefigefleHt ifl, fo fmb bie beflimm- 
ten ©leic^nngen, tüelt^e jtdj anf bie 65rän5cn beö Sntegrate 
ftejie^en, t)on felbfl erfüllt, unb geben jn feiner befonberen 
©ebingnng Sfnlaf. 

lieber bieöebeutung biefer Ofeidjnng febe man §. 579. 

§. 518. SJtan betrati^te itoc^ ben einfaAflen Sali ber 
fogenannten ifo}?ermetrifc^en ?fnfgaben, beren ©egenflanb 
barin befielt, bie ©cflaft ber ßurüe beflimmen, meft^e 
bei gegebenem Umfange ben größten möglicl^en Sn^alt ein* 
ftj^üeßt. (Sa foH ber SEBert^ beS beftimmten Sntegrals 

y dx 

Xq 

ein ÜJlapmnm werben, roä^renb ba^ Sntegral 

einen bejiimmten SBertr; beibehält. Dieft STnfgabe wirb na^ 
§.*5t4 aufgelöft, inbem man bie S^fbingungen beS abfohlten 
SDlarimum ber Snnction v 

auffingt, wo a eine unbeflimmte ßonflante bebeutet. X)ie 
®rSnjen a?o unb a?« mögen als unoeränbertic^ oorau0gefefet 
werben. SJtit ?fnwenbung ber ©etraditungen ber §§. 499 2C. 
er^ftft man für bie unbefiimmte ©leic^ung beö §. 501 

9laö(er, 2)iff.Mmb 3utedtalr. Il.öanb. 14 



/: 



f 
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w ' 



= 1 -«^ 



d'Xi 



it)orau0 man burt^ einmalige Sntegration erhält 

da? ,. . , (i? — a) de 
;2- — a — a , : =0, übet dy = ._ — — ' 

• V'+(l)" /-(--'• 

ipo a eine tDittfürUc^e (Sonjlonte befceutet. Sntegrirt man 
jnm streiten 2Jlalc, fo fommt 

y->ß = — Kä^-^^a)% ober (a?-a)» + (y— ß)^ = ö^ 
wo ß bie jmeite tüiafürlic^e gonpante ijl. 3nit^in löjl im 
attflemcinen ber Ärei6 bie üorgelegte ?fufgabe/ S)ie Sage 
bc8 aJlittflpunfte unb ber §albmeffer fönnen fo beftimmt 
werben, baß bie «Peripherie burc^ jroei gegebene ^iinfte ge^t 
unb ber jmif^en biefen «punften enthaltene SBogen eine 
befHmmte Sänge erhält. 

§, 519. (£a möge enblic^ neä) h\t 9fufgabe bcrS3ra=: 
^iflo^rone ober ber Surüe be8 f^neOflen Satte bc^anbett 
werben. 9Jlan nc^me an, bie ?rnfang8ge[^ttrinbigfeit.be8 ber 
ginwirfung ber (Schwere unterworfenen ÄörperS fei 9lutt, 
unb biefer Sörpcr foHe in ber geringflen miJglic^en 3eit mn 
irgenb einem fünfte einer gegebenen ßuroe bis ju irgenb 
einem fünfte einer anbern glei^faffS gegebenen ßurüe ge:? 
langen. SBirb bie Sft^e ber a? üertifat angenommen, fo 
ip bie Function, welche ein 9Jtinimum werben fott, 

wo »0 un6 ar„ fcie 2fbfrijfen ber betten (gtibpunfte ber 6es 
fc^riebenen SurDc bebeuten. X^iefe Sfbfciffen fttib ceränber« 
Itd^, unb mithin muf man ^ier nac^ 5ßotfc^rift be8 §. 507 
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üerfa^tcn. gcrnet muf man itad^Un, ba^ bie ®töfe To 
in t)er Function üorfommt, roe[d»e flc^ unter bem Sntegtaf^ 
jeic^en bcfinbet. 

35ic SSerfllric^imö mit ben Sormeln bee §. 507 gibt 



V:. 



N=:0, P= dx 



Ki^.)/rT(gy'+ (£)■■• 



« = 0, p = 



(Ü7 



Ks^./i'+CD'+a)' 



CDic unbepimmtett ©leicbungen, roric^c für alle fünfte ber 

ßurüe gelten müflfen, werben fobann 

dP ^ dp ^ 

— — — — • 

da; — ^^ dx~^' 

uub barauS folgt 

dx 



y^-Vi+(%y+cs) 



= B. 



dz 
dx 



= C 



WO B unb C Sonpanten bebeuten. X)iefe ©Icic^ungen 
geben unmittelbar 

dz _^c^ 
Jy'^'B ' 

14* 
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woraus ftd^ fofott erfemicn läßt, ba^ bie ^rojection ber q(^ 
fliehten Surije auf bie tjorijontalc @bcnc yjc eine getabe 
ßinie ift, ober mit anbern Söorten, ba^ biefe (Surüe in einer 
SSertifalebene enthalten ifl. 

Um weiter bie Statur ber in 3lebe fie^enben ßurüc au8:= 
jumitteln, fann man bie Sfnna^me machen, ba^ bie tjertifale 
ßbene xy mit berjenigen ßurüe jufammenfaffe , wel^e bie 
(Surüe in fit^ enthält. J)ie CDifferentialdleid^ung berfelbcn 
üereinfat^t f\6) fobann in 

dl 

da; ^^ 



woraus folgt 

dy X — Xq 

dx " 



unb biefe ©leid^ung gehört einer ß^cloibe an, beren S3afiS 
eine ^orijontale ßinie ift, welt^e burt^ ben SfuSgangSpunft 
beS fallenbcn ÄörperS gelegt wirb. 3)er !I)urd)mejfer beS 

erjcugenben Greifes wirb burti^ bie (Sonpante «, bargefleHt. 

SJlan erfennt jugleit^, ba^ baS erfie (SIement ber ßurüe beS 
fti^nenpen galls immer üertifal ifi. 

Slütffic^tlit^ ber SBebingungen, welt^e fld^ auf bie ®räns= 
jen beS befHmmten SntegralS bejiel^en, erhält man bie bes' 
jiimmte ©leic^ung 

- Fo hxo ~ Po (öyo - ^ 8a;o ) - ?« (»^o ~ ^ 8a?o ) 



Xq 



^0 
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tt)o iiad) §. 504 ift 



r« + CS)" + CS) 



fA 



SJlan finbct 5en SBert^ beS SntegralS / fjirfa;, intern mau 
tcnterft, baß ba8 tjotlftpiibiflc CDiffercrcntial bcr Function Fip 

5Run ^at jit^ oben gejeigt, ba^ bie Functionen P unb p 
für bie gauje SfuSbe^uung ber Surtje couftaut fein mflffeii. 
Solan faun beß^alb P« unb p^ dn bie ©teile Don P unb p 
fe|en, unb nut^in fc^reiben 

woraus man bxixä) Sntegration erhält 



/. 



V- n - V. +/■. Ct-t)+<|'-t> 

©ubflituirt man biefen SBcrtl; in bie obige beftimmte 
©leit^ung, unb bcmcrft, ba^ P« == ^« unb po = p« ip/ 
fo fommt 

+ r„ 8^„ + P„ (8y„ - ^ 8x^) + p„ Qz^ - g^ 8a;„) | 
ober roenn man für F„, r„ uiib p» i^re Söertt;e fcfet, 

+ 8..+ ?/8^" + -J^8^'. 



, — F„ 8a?, 
= 
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3)a bic SSnriationen ber (Sootbinntcn ibcr beibeu (Snb=^ 
piinftc ber ßiirüe refp. tjon einanbet unabhängig fmb, fo 
jcrlegt jld^ biefe Oleic^ung In bic bciben folgenben 

unb bicfe (SIei(^ungcn l)a6en augenfe^einlic^ bie SSebcntiHig, 
ba^ baS Icfetc glemcnt ber gefiidjten Surüe jugleic^ auf 
ben beiben Sangenten redjtminflig fielen mu^, »eld^e nmii 
in ben beiben ^.hinften, bie ben 9fnfang unb ba8 6nbc bcr 
S3a^n be8 fallenben ÄörperS bejeic^ncn, an bie Mbtn gegc:^ 
benen Surfen legen fann. -6ö muffen alfo, tücnn biefc 
beiben gegebenen Surfen in einerlei SSertifalebene Ifegcn, 
ibre in ben gnbpunften ber JBtac^ifJoc^rone conflruirten 
Sangenten mit einanber parallel fein. 

Die gefndjte Surce ifi alfo ein Sljeit einer ß^cloibe, 
bereu S3afiS^orijcntal unb beren Sfnfangapunft in bem 
STuagangSpunfte te6 fallenben ÄörperS liegt. @ie fd^neibet 
bie 6urt?e, in tüelc^er ber Äörper anfommt, unter re^tem 
9Binfel3 unb ber 9fnfang9punft ^at in ber ßurüe, öon 
tüeltfeer ber Äörper ausgebt, eine fotc^e Sage, baf bie San^ 
gente, welche man im Sfnfangapunfte an biefe (Surüe legen 
. fann, rec^tminflig fie^t auf ber Sangente am unteren Snbe 
be8 fl;cloibalifc^en ®ogen9. 



XL. ^iffeteti^ettred^tttttiQ. 



§. 520- 2)ie erfle unb rüefentlic^jte ©gent^ümlidjfcit 
ber ^Differential^: unb Integralrechnung, burc^ mlijt ftt^ biefc 
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JUecbnunfl üon btx gcmöbntit^c« Sfrit^metit über bcr Sflgebra 
untcrfc^cibtt, befielt bat'm, ba^ man boxt bk Orö^eri tt?ie 
üer^nberlic^ anfielt un5 in einem 3n begriffe 5ie unenblitfee 
Slei^efofge ber SBerttje inö Sfnge foft, meieren bcnfelben 
beigelegt tüerben fönnenj tc^xcnb in ber 2(Igebra bie ®ri)- 
^en immer nur fo betrachtet teerten, ba^ jie beftimmte, 
enfweber befiinnte ober unbeFannte SEBertfje bejt|en muffen. 
2J?rtn benft jte^ bie auf einanber fofgenben SBertfje ber, 
(Sröfen in einem continuirlic^en 3ufammenbange; ober 
bnxdi) SnterüttBe t)on einanber getrennt, hjefdje nnenb(id) 
Hein jtnb b.^. Meiner af8 jebe angebbare ®rö^e 5 unb ber 
§auptjn)etf ber 3lec^nung begebt in ber Sfuffüdjnng ber 93er-- 
^ältniffe jwif^en- ben gleic^jeitigen Sfenbernngen ber nnab- 
l^ängigeu SBeränberli^en unb ber ba^on abtjiingigen ?5unc- 
tionen, totläjt SSertjältniffe fobann ju ber gntfle^ung t?on 
neuen Functionen fö[;ren, teren Betrachtung in ben pi}\)[\ta- 
lifc^en nnb tec^ntft^en SThirenbungen ber äJlat^rmatif nottj^^ 
menbig wirb. SSenn man rinn aber anstimmt, ba^ bie ®ri)? 
f en, itelc^e man betrachtet, jtoar gleic^fatte hocb al6 ücrän^ 
berlic^ angefe^eu werben follen, aber in 3ntert>a[len fortfc^rei=^ 
ten, wel^e eine beftimmte unb enbfii^e ®röfe beji^en, fo l)at 
man bamit ben ®egenftanb ber ©ifferenj^nredjnung, 
bie übrigens gleichwie bie 3)ifferentialre(i^nung bie SSejietjun^ 
gen aufjufuc^en f)at, totlijt unter beii flleic^jeitigen Sfenbe« 
rungen ber unabhängigen S3eränberli(i^en unb ber batjon 
abhängigen Functionen flattfinben. 

§. 521. 3)ie ©iffcrenjenred^nung fiüfet fic^ auf eine 
©ejei(^nungetoeife, bie l^ier junäc^ft angejeigt werben mu^. 
(gS fei u irgenb eine Function Don einer ober üon mel^rercn 
unab^üngtgen SSeränberlit^en a?, y, z, 2c. X>er S3au ber 
Functio^i u ifl gegeben, unb eö wirb angenommen, ba^ bie 
unabljängigen aSeränberlit^en ber Steige noc^ bie befiimmten 
SBert^c Xo, yo, Zo, 2c. 5 a?„ y,, ä,, jc^ ^2, ya, ^a, n.\ 
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^s, y%f A3, K. un5 fü fort, erhalten. 35a8 ®cfe^ bicfet 
8Bctrt)änberungen mu^ (jegeben fein 5 am gettiJ^nlid^flen 
fefet man feft, ba^ 5ic S3eränbcrfidjen um conflante a^iferens 
jen junebmen, utib juireilen um Sntcrüalle, tüeldje gleict) 
brr ©inbeit ftnb. 3n gafgc biefer Sfenberungcn wirb bie 
?5uiictiou u glcic^faHa eine Jftei^e ücn bejlimmten 8Bertf)cu 
annel}men, bie man bejeicbnen fann mit 

«,„ W|/ Ui, Ui, .... Un-i, w«5 

unb man fc^reibt tüie im VI. Vfbf^nitte 



Wo 

W, 
W* 



Wn-i 
Un 



W| — Wo 
Wi, - W| 
M3 — Wa 
M4 — M3 



AWo 

A(U2 
A2^3 



w« -w«-i=Aw«_i 



Ai/j 

AM2 

Awj 

A2^4 



Awo 
Af/i 

Am2 
Awj 



:= AX 

= A^i/, 

= A^W2 
= A^Ms 



AWn— Am«_1=A2W„-1 



K. 



S)a8 3eid?en A bebeutet ^ier bie 3)ifferens jwift^en bem 
augenblitftit^en SBertbe berjenigen ®rö^e, weld^e mit biefem 
Beidjen behaftet ip, unb bemjenigcn SBert^ie, meieren biefe 
©rö^e in Sölge einer enbfit^cn Sfenberung annimmt, bie 
man ben unab[;ängigen SSeränberlic^en ert^eilt fjat. SDian 
nennt Aw© bie 3)ifferenj ber ?5unction iio. Serner be- 
jeidjnet man mit AAwo ober AX bie 35ifferenj t)on At/o, 
ober bie jroeite 3)iffgrenj ber Function Uq. (gbenfo 
bejeid)net man mit AA^Mq ober A%o bie ©ifferenj oon AX/ 
ober biebritte S)iffereni ber Function «o 5 unbfo tt?eiter. 
Btüifd^en ben auf einanber folgenben Sßert^en einer Function 
unb ibren Differeujen oon bm oerfd^iebenenDrbnungen lajfen 
fic^ 83ejiel)nngen nat^meifen, n^efe^e oon ber 93cf(^afenf)eit 
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bicfer Function xinb bcm ©cfcfee i^rcr STenbcrung Döttig 
iinabijängig ftnb. 

§. 522. 3utifld}fi cröält man buxi) einfalle '©iibflU 
tutionen, inie fdjon im X. Sfbfc^iüttc gcjeigt iruvbe, 

w« = 1*0 + 3Atto + 3A»Uo + A'eio 

M4 = Wo + 4Awo + 6AX + 4A'Wo + A*Wo 



Un^Wo+nAWo+^^^A^Wo+'^^-g^^ . +AX. 

rDe((^e Formel man abgefärjt fc^reiben fann 

«, = (l + A«o)", 

inbem man beachten mn^, baß nadb ber ®nttüitfc[ung ber 
«ng^Jfiflten ^otenj überaff (Awo)'' in AX ju i^erwanbefn 
iflj ober auc^ 

tüö nad^ ber ®ntwitfelung nic^ta me^r ju änbem fein wirb. 

§• 523. aJlan finbct gfei(^fall8 burc^ attmälige <Snb^ 
jKtutionen 

A Wo == Wi — Mo 

A^Wo = Ma — 2fl, + Mo 

A'^Wo = «3 — 3w2 + 3w, — Wo 
A'^Wo = M4 — 4w3 + Qut — 4wi -(- «0 



An I «(«-!) n(n— l)(n— 2) , , 

AX=W„—W.Wn-i+-Y.^ -^n J— j 2 3 W1.-8+ ..±Mo. 
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IDicfe fjormcl fann man fci^reiben 

wo mcm nad^ 5er gntrüirf clung «*• in th ju üerfonnbeln ^at. 
@ie fann baju gebraucht tücrbcn, um unmittelbar bie j)iflfes= 
renjen beliebiger Drbnung üon einer gegebenen Function 
^ju finben, nämlic^ mit §üffe einer getoiffen SfnjabI auf 
einanber folgenber SBert^e biefer Function. S)ie 5fnja^I ber 
SBert^e, tüelt^e man fenncn mu^, ift gleich ber Orbnung 
ber geflitzten CDifferenj; 

§. 524. gjlit bem ^ JBu^paben S bejeic^net man btc 
Umfe^runfl berjentgen Operation, welche burd^ ben ^näj^ 
flaben A angejeigt wirb. Sflfo flellt 2tto bie ©rö^e bar, 
beren CDijferenj «o ifi. SJlan erhält bemnac^, menn man 
bie tjorige SSafef (§. 521) nati^ ber linfcn ®eite [;in fortfefct. 



2>tt, — 2X — Swo 






S^v, — 2'tti — 2;wi 


2wi — 


2tto — «'o 


22^3 — S^Wa — 2wa 


2ei, 


2m, — W| 


2»fl4 — 2^1/3 — 2M3 


2W3 - 


2u2 — Wj 


• •••;§*•**•••'• 


2m4 — 

« • « • 


2ws = ttj, 


2»w«+, - 2X — 2w„ 


• 

. . . . 


*. 


2w»-f-i 


2w„ — M„ 



^\ 



^^^. 



/ 



•tr^ 



unb barauS n^irb 

2wi = 2^0 -f Wo 

2Wa = 2Wo + «0 + M, 

2ms = 2tio + «o + «1 + «'i 

2k4 = 2wo* + Wo + Wi -+- Wi 4- Wj 

^2«„ = 2i/o^+ «0 ^u, -f M, + w, 4- + M«_I. 

^. . ^t. -^ ^ 5 *.\ -i z^,^ -- ^. p"-' 

r 
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9Jlan rrfennt hieraus, baß Sw„ ober baö^nblidje 
Satcflral üon m„, b. ^. bie (Stöße, bercn 35if ercnj ii« ifl, 
bärtig bic ?fbbition bcr n SBert^e ber Sunetion u, welche 
bcm SCBert^e i*„ üor^crge^en, unb einer ®röße Smö flebilbet 
wirb, bie ^icr im ottaemeinen roie eine itillfürtttl^e ßonjlante 
angefe^en röerben muß. !Denn wenn man u af8 gegeben 
anpe^t, unb fofglic^ au^ Uq, m,, «j, 113, it., fo ^at man 
burd^ 2fuffieIIung ber corfte^enben ©leic^uuflen bie ®rö.ßen 
Ewj, Sfia, 2w3, jc. nur ber einjigen S3ebingung unterworfen, 
ba^ fie mit Swo- gegebene S)iflferen?en hervorbringen fpHen. 
Solglid^ ift eine üon biefen ©rößen eine wiUf ürfic^e ßonflante. 

ajlan erhält gfeic^falla au8 ben üorfie^enben ©leic^ungen 

S^w, = 22^, + .2110 

22w, = S'iiö + Stto + 2wi 

2% = 2% + 2«o + 2wi + 2«ia 

2^4 = 2%o + 2tio + Stti + 2tta -+- 2ws 



22«i„ = 2% + Suo + 2mi 4- 2ei, + 2m3 + + 2i/„-i J 

ferner 

2«M|=2«iio + S% 

2%j = 2%o + 2% + S«M, 

2»tt3 = 5:%o 4- 2*Mo + S^w, + 2«fij 

2-^W4 = 2X + 2% + 2^«, + 2^wa -f 2% 



2X == 2XH- 2;x + S-^M, + 22mj + 22W3 +..+ 2%»-i 5 
unb fo fort ?fllgemein tjat man 
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ea jeigt fid) ^ier, bap in 5cm SBert^c üon S^ Jtüci 
ttittfürli^e eonjlanten üorfoinmen, nämlit^ SHio unb 2i«». 
3n bem SBcrt^c Den 2X ^^t man junäc^fl bic beibcn Wittes 
füvlidjen ©rö^en SX unb 2%, überbieS aber aut^ bie 
wiüfürlit^e ®rößc 2!<o, welche in S^i, SHi,, 2c. enthalten 
ij^i u. f. w. . enblic^ in bem SBert^c t?on SX ^^t oian 
SunSt^fi bic beibcn rüifffürrid^cn ®rößen S»*«« unb jy'uo, 
unb fobann bie ja— 2 wiafürlit^cn Orößen Z'^-^'m«, Sf^'X, 
2^-*Mo, n., totläjt in S»*-'!/!, S»*-*«,, If''^, it tni^aU 
tcn jlnb,.fo ba^ baB Sntegraf S**!!, immer [i tt)iafttrlid}t 
Sonflanten in fic^ fa^t. 

§. 525. 2Jtan mu^ übrigens bemerfcn, ba^ e8 nic^t 
immer unumgänglich geforbert tnirb, ba^ in bem Sntcgral 

Hu^ = Smo + Wo +«'1 + «» + wa + . . . + w^_i 
bic mit 2wo bejci^netc ©rö^e, »efcfie fie dcrüofffiänbigt, 
eine Sonpante fei. 2Jlan fann für biefe ©rö^e aud^ irgcnb 
eine Function ber aScränbcrlic^cn tnä^fen, mel^c in ber 
Function u üorfommcn, t5orau8gcfe|t ba^ jene Function bic 
(gigcnfc^aft bepfct, i^ren Sßert^ nic^t ju dnbern, wenn biefe 
83eränberlit^cn i^re auf einanber fofgenbenSBert^e annetjmen. 
(ga ifi befannt, ba^ e9 mehrere trigonometrifc^e Functionen 
oon ber angcjcigten ®igcnf(^aft gibt, fobalb man bic S8crän= 
bcrfic^cn in conftanten Sntcrüaffcn warfen fäft 

J)l(ferentiotion ber gunrtionm. 

§. 526. ®ine gunction «, ircldjc eine einzige a5erän:= 
berücke x enttjält, fei gegeben. 3)ie ??unction u bijferentiiren 
^ei^t ^icr, ben SBert^ ber 3una6me Am auffud^cn, tctldjt 
biefe Sunction annimmt, fobafb bic SBcränberfic^c x über* 
gc^t in 0? + ^^- ^fuS ber ©fcicfeung 

u --=f{x) 
tvixb man aifo aOgemciu fc^liefen # 

• ^u = f(x -^ ^x) - fix). 
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aSenn bie f?uuction u niedrere unabt^ängige 83erSnber= 
lic^e X, y, z, n. enthält fo fann biefc tJimction in S3cjiig 
auf jcbe bicfcr 33eränbcrlic^en für fi^ biffcreutiirt wcrbeiu 
®c^t mau 

fo merben biefc JDiffcrenjeu einjclu auögebrütft burc^ 
^ Aj? = f{x + Aar, y, z, jc.) — /'(ar, y, ä, 2C.) , 

'ä ^^ "" ^^^' ^ "*" ^^' ^' ^^ -* ~ ^^"^ ^' ^' ^^'^' 
^ Aä = /•(a?, y, Ä + Az, jc.) — /'(a:, y, ä, it.). 

"J^xt üollfiänbige S)iffereua ijl 

Aw = /"(a? + Aar, y + Ay, ä + Aä, 2c.) — f{x, y, ä, 2C.). 

3)tefe l?oIIjläubige (Ciffercuj ifl im aOgemeineu uit^t glci(i^ 
ber ©umme ber partiellen S)ifferenjcn (m. f. §. 534). 68 
tüirb ber Sali fein, tüenn bie Function f{x, y, z, 2c.) eine 
rationafe unb gauje Function ifi, in melier überbieö bie 
SSeränberlic^en x, y, z, jc. nit^t mit einanber multipficirt 
tjorfommen. 

§. 527, gjlan betraute at8 ©cifpiel juerfi bie ratio:^ 
naUn unb gatijen Functionen oon einer SBeränberlic^en x. 

(Diefe" Functionen Pub au? ©liebern oou ber Sorm -4^?* ju- 
fammengefefet, wo A unb k ßonfianten bebeutenj bie 8fufs= 
fut^ung i^rer SJifferenjen rebucirt jt(^ auf bie Sfuffuc^ung 

ber ©ifferenjcn bon a?*. 
ffllan ^at allgemein 

A . a?* = (4? + Aj;)* — a?* 

unb burd^ weitere ©ntroidfelung * 

A k I fc-lA . ;Ä(Ä— 1) fc-J/A N, I Ä(Ä— 1)(Ä— 2) fc_3/A ^ 

A.a;*=Ä^* *Aa?+'-Y^ar* (Aa?)'+ ^ ^'^^ — x" (Aa?) 

+ .... + (Ax)\ 



s 



x^ 
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SBcnn b\t ©iffcrenj ^iv conflant angenommen wirb, fo 
erijäit man feiert ben allgemetnen Sfußbrudf für bie CDijferenj 
einer beliebigen Orbnnng üon ber gegebenen Function. S)enn 
man tjat fobann 

unb bie f?ormeI be8 §. 523 gibt 
folglich wenn man cntwitfeft nnb nac^ ben^otcnjen üon ^x otbnet 

+ Ä J^«_ «(„_l)_f_«Jgl)(„_2) _„.] ^*- Aa> 

+ *-l^["'-T(«-l>'+"-Ti^(''-2)*-^^>*-'(^) 

+ 2C. 

worin baQ ©efefe Icidbt ju erfennen ifl. 

@8 ift jebo^ weiter jn bead^ten : 1) baß baa ©lieb, 
wttäjtB ben eJartor a?* entt}ält, für jeben SBertf; ber ganjen 
3af)l n gleich 3l\x\l ip, wie jlc^ leicht be weifen läßt 5 2) ba^ 
bie ®röße 

ebenfalls 9tuII wirb, fo lange fx Heiner al.8 n ifl, wie jic^ 
glei(^fa(l8 beweifen faßt unb welches o^ne^in fiattpnben muß, 
ba ber9fu8brutf für A'.f*^ feine niebrigeren ^otenjen tjon 
Aa? al8 bie nte ^otenj enttjaften fann^ enbfic^ 3) baj^ man 
immer ^at 

1.2.3....w = n"~~(n-l)" + ^^^^^(n-2r — 2C., 
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iDODon man ftc^.Ieidjt ü&erjcugen faiui. Sftan erhält alfo 
mir ftatt bc8 obigen 9fnSbnirf6 

A".ar*=*(ft-l)(ft-2)....(fc-n+l)d?*"""A^" 

. 1.2.3... («+l)~" L -"('^-^^ 

+ *"-';!':^;:S""" [^--<-')-^ . 

A:fA:-i)(Ä:-2)...a-n-2) r^«4,3 ^^, 

+ !!<?^)(n-2)'^'^--2C.^^^^^ 

SDflan fnnn bemcrfen, ba^ in bcm «Jallc, tro ber ©pponcnt 
k eine poptiDe gcmje 3a[;I ip, 1) ber SBertß ber SJifferenj 
bcr Drbnung k t?ün ber Snnction a?* ftc^ auf eine Soitpante 
rebncirt, beren Sfuöbrutf ifi 

A*. a:* = Ä(ft-.l) (ft— 2) ....3.2.1. Aar^ - 

nnb 2) ber üorige 2ru8brutf für A^.j?* {li) alöbann mit einem 
refcten ©liebe fc^Ueßt, meines fiei^t 

35iefe 3lefultate geben bie Sölittel jur fflilbung ber Xifferen=: 
Jen beliebiger Drbnnngen t>on allen Sunctionen l?on ber gorm 

§. 528. Unter ben rationalen Functionen fann man, in 
aSejug auf bie ginfadj^eit btB Sfu8brutf0 für il^re S)ifferen:= 
jen, bie ^robucte aua Sactoren ^erüor^eben, welche wie bie 
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Oficfter einer arit^metifdjcn ^rcßveffion (jfbilbet jinb, trie 
j. 83. bie Function 

ajJan finbet rci*t 

X fc(ft— 1) (ft^2) . . . (fc— n+l) Aa?". 

§. 529. gür bie flebrod)fneti gunctionen er^lt man 
leicht bie S)ifferenjen , wenn man jtc nac^ &en befannten 
Siegeln in i[;re ^artiafbrüt^e jerlegt IDer ?fudbrutf ber 
CDifferenj Dereinfai^t [i&i, mtnn ber 3ä^fer eine ßonftante 
unb ber Slenner ein ^robuct au8 gactoren ifl, bie eine 
arittjmetift^e ^rogrejfion bilben. ©a fei gegeben 

A 

fo bot man ^ 

.,, ^ ±A k(k+\)(k+2)..,(k+n--i)£ixn 

(a+ir)(«+a:+Aa:)(a+ar4-2Aar)....[a+ir+(Ä+n— l)A:r] ' 

WO ba8 SSorjeic^en + ober — gilt, Je nat^bem n eine ge= 
rabe unb ungerabe 3a^l ifi. 

§. 530. So jtnb nocb bie tranfcenbenten Functionen 
ju betrachten übrig. @8 fei 

u = log X, 

wo bie ßogarit^men ftd^ auf eine beliebige 83afi8 bejie^en 
mögen, fo wirb 

Afi = lüg (x-{-iiai) — log a? = log M -j- ~ )/ 
unb wenn man entwidfeft 

^\tx bebeutet Jf ben fogaritbmift^en 2JlobuIu8, b. b. bieje:= 
nige 3a^I, mit weither bie Sfleper'fcben Sogarittjmen multi- 
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plicirt tüerbcn mflffen, um in ßogaritljmen für bic gegebene 
SSafiS l?ettt3anbclt ju trerben. 

SSJirb bie S)ifferenj Aa? conftant angenommen, fo ^at man 

ui = log (a? + Ao?) = log (\ + ~-J + log X 

1 + —J + log X 
Ws = log(a: + 3Aa?) = logri-f —^J + loga? 

enttüitfeft man biefe ?fn8brütfe unb fufcfHtuirt fte in bie 
gormefn bea §. 523, fo finbet man 



A» 

§. 531. S)ie ©jrponentialfimction a* gibt, wenn bie 
2)ifferenj Aaj fortmä^renb ald conftant angcfe^en wirb, 

A .a* = fl»(Ä^^1) 



t. • 



§. 5B2. §infi(^tfic^ ber trigonometrift^en Functionen 
erhält man, gefiüfct auf bie befannten gormein 
sin (f — sin i|) = 2 sin I (q) — t})) cos ^ ((f + ^) 

cos (f — cos tj) = — 2 sin ^ ((p — t})) sin i ((f + ^), 

9laöier, ^ip «nb Sntegvolr. II. 53anb. 1 5 
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A sin 07 = sin {x-\-^x) — sin a? = 2 sin J- Aar cos i (2a?-|-Aj:) 
A cosa? = cos {x-{-iix) — cos j? = — 2sin|Aa?sin|(2a?-f-Aj7). 

fjcrncr 

A> sin or == 2 sin | Aj? [cos ^^ (2j?-f"3^^) "" ^^s ^ (2a?-f-^)] 

= — 4 sin ^ Aj?' . sin (J^-(-Aa?). 

Sä^rt man auf biefe SCBeife fort, fo ßelangt man jii ben 
attflemeinen Sormcin 

A'" sinor = + 2*" sin | Ao?'" . sin | (2a? + 2n^x), 

A'»^-' sina? =+2'"+* sin | Aa?»»-*"' . cos{[2ar+(2fi-f l)Aar], 

tt)0 5a0 SBorjcic^en + ober — flilt, je nad^bem bic 3a^I « 
gcrabc ober ungerabe ifl. 

S)ie 3)itferenj ber Crbmmg n üon ber Function sin a?' 
lä^t jic^ auf eine noc^ einfachere Söeife mit ^ülfe ber 35itfe== 
reu Jen ber Drbuungeu n— 1 unb »—2 au8brüien, nämlic^ 

A" sin a? = — 4 sin | Aa?* (A"~* sin a? -|- A"""* sin x) , 

xoxt man unmittelbar au8 hzn oorigen Sormeln ^xAtt 

§• 533. 2Jlan faun w^ bem SBorigen immer, in SSer^^ 
binbung mit §« 526, bie partieUen fo roie bie t^oUftänbigen 
üDijferenjen ber Functionen üon mel^reren ^SBeranberliti^en 
jtnben. 68 fei j. 85. bie Function gegeben 

fo erhält mau, Aa? al8 confiant tJorau8gefefct, 

Am = {x-\- Aa?) Ay -|- Aa? . y 
A^M = (a:-f-2Aa?) A'y-j- 2 Aa? Ay 
A«fi = (a?-f-3Aa:) ^^y -f 3 Aa? A*y 
ac. 

68 fei ferner bie gegebene fSuuctiou 

X 
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fü Ijat rnrtti 

§. 534, ®ic üoHfiänbiflcn 2)ifferen3en ber Functionen 
Don mehreren SSeränbcrlic^en laffcn fid) burd^ bcmcrfenö? 
toert^e Sormeln mit §ülfc i^rer ))artiellen JDiffcrcnjcu aM^ 
brüäjpn. 66 fei u eine Function ber beiben' SScränberfic^en 
X unb y, beten S^iferenjen Aa? unb Ay al6 conflant ange= 
fe^en werben mögen, SÖtan Ijnt 

^« = S^ + 5^^y + ^/^^»' 
wel^e ©feic^ung man f^mbolifc^ miöbrütfen !ann burt^ 

@o5ann erljält man 

A»« = [(l + ~ Aa,) (l + ^Ay) - l]' « 



•A-«=[(l+AAx)(l+AAy)_l]"«. 

Sfe^nliti^e Sormefn fann man anffledcn, wenn bie üor? 
gelegte Function eine größere Sfnja^I üon SBeränberficöen 
entl}ält. ©0 Ijat man für eine Function u üon brci ?ßtt^ 
änfcerlid^en x, y, z 

unt fo fort 

15* 
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Integration ter Sunrttonen. 

§. 535. gjtan betra(f)tc juerfl' bie Function a?*". ®efet 
man m + 1 jtatt ä in ber ©feidiung beö §. 527, fo 'trirb 

unb trenn man öuf icber ©eitc bicfer Oleic^ung ia^ 3nte:= 
flrnl nimmt, 

unb börmiS erl;ätt man 

@efct man in biefer gormel nat^ unb nati^ «1=0, =1, 
= 2, 2c. fo erl^ält man 

ax 
2a:» = ;^ - i a;« + i a:'Aj; - A a?»{Aa;)» + J^ x^AxY 
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^llgemtiu mirO 

^» 2.3.4 ^ ^ 

4-j m(//i— l)(m-2)(ffl-3)(m— 4) 1,-5-. ^^ 
"^*2 2.3.4.5.6 ^ ^ 

3 2.3... 8 ^ ^ 

\ iw(m-1)....(m-8) ,-,.., 
^^•« 2.3T71Ö" -^ '^^^^ 

_ 69 1 m(w-l)....(m->lQ) „^ii . .,, 
;^'»o' 2.3.... ri ^ ^ 

tüo bic muuerifc^en 6ocf icicuten btx auf cinanber fofgenben 
pofitiücn ^otenjeu oon Äo?, nämtid^ 

6/ so/ ^42/ 30/ 6«/ aiSÖ/ ^W 

tüeli^c cigeiit^ümlit^eii ©cfe^en folgen, natf) i^rem crfien ©cs 
rce^ner, Sacob ©cruoulli, bie 58ernoulIifc^en 3a§Ien gcnann|: 
werben. 

3ebe8 bicfer Sntegrale mu^ noc^ burc^ eine wifffüriic^e 
(Sonjlante Dercottfiänbigt werben. 35iefe ßonflante wirb ba^ 
bvixij bejlhnmt, ba^ man ju gleicher 3cit ba^ erjle ®ütb in 
ber fRei^e ber ®rößen Xq, a?,, Xt, 2C. ober Xo, Xo'^\-^x, 
a?o + 2Aa?, 2c. unb ba§ erjle ®Ucb in ber JReitje ber ©röfen 
Saro, la?!, 2a?a, k. fejtjteat. 
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®iefc Sormefu geben 5ie 3ntegrale aller algebraifc^en 
rationalen unb ganjen Functionen , wo bie ännatjme ix 
al6 conflant angenommen ift. *) 

§. 536. 9Jlan ^at nad^ §. 528, menn man m ftatt 
Ä — 1 fdjreibt 

A j (a-Hc) (ö+iT+Aic) (a4-aJ-|-2 Aa?) {a-\-ah]-fH^s) j = 



*) 9Benn man beachtet, ha%' ritte ^egebette ^unttton f{x) na^ bem 
Sa^Ior'fc^en Se^rfalje {tc^ im allgemeinen jmmer in eine Sf^ei^e 
toon (SUebern ))on bet $orm jlfr"* ent»i(fe(n fä§t, auf beten 
iebed bie obige ^ormel für l^x"^ angemanbt tserben fann, fo 
erf^ält man bie oUgemeinere ^Socmel 

, (Ar)3 d^fjx) . 
*^ 2.3.4 rfar» ' ^^' 

in toefc^er ^a^ ^orlft^reitungdgefel »ie oben Don ben 93ernouIIis 
fc^en Sagten abfängt. S)iefe Jormel wirb nac^ i^rem Urheber 
bie 9)2atlaurin*fcbe ®ummotiondformer genannt. 

dinrn {Irengen SBeweid biefer %oxmtl |tnbet man in aOen 
gröferen SSertrn über 3ntegralre((;nung. 

$(ud ber 9)2a(Iaurin'fc^rn @ummationdformeI erhält man 
unmittelbar 'tt»ieber bie 9?ä^erung6formeI jur SSerec^nung ber 
SBertl^e befiimmter ^Integrale; toelc^r im I. S3anbe @. 395 ff. 
gegeben toorben tfl. 'S>tnn bie Dorige ®Cet(|ung gtebt 

"T" 3 2.3.4 <te» 

unb njenn man biefed integral t7on x ^=- a bid x = b nimmt, 
fo entfielt bie ^ormel e. 403 be« I. SBanbe«. 
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folglich tvenn man ciuf beiben ®eiten integrirt 

2| (a+a?+'Aa;)(a+a?+2Aa?) ..... (ö+iP+mAa?) j = 

tüo C bie ttiafürlidje Sonflante ijt. 

§, 537, SRan ^at e6enfo nci(^ §. 529 

^ _ — s 

— iimAo; 

« • 

fülgli^ 

t =i i_C 

WO C ivt roidf&rUt^e 6oii{laute Bebetittt. 
§. 538. ®ie ©feit^unfl beö §. 531 

Aa* = «*(<!*'— 1) 
flibt 

a — 1 



tüo (7 bie iDillfürlic^c Sonflante ifl. ®arau8 folgt weiter 



2V=7-^f-77^ +SC 



a* 



SV = -7-^ h 22(7 






232 XL. Wftlttitt 

3» «Betreff bet 9fu8brtttfe SC, S»C, . . . S—'C, ip ju 
bcmerfcn, ha^ man imc^ §. 535 ^«t So?® = 21 = ^5 folfl:' 

n* ifl 20 = ^^ + Cr m C eine neue njittfürti^e Son=: 

jltinte bebeutet. 35ie Sormeln beffelben Barographen ^tS^tw 
ebenfo 5ie 9fu6brü(Ie 2*C, 2«(7, k., nnb man überfie[)t leidjt, 
5a^ ba6 Sntegral 2V mirb n wiHfürtic^e ßonflanten cnt- 
galten, übereinjlimmcnb mit §. 524» 

§. 539. Sftr bie trigonometrift^ep fSunctionen er[)ärt 
man auö ber (Sleic^ung be6 §.532* 

A cos 0? = — 2 sin ^ Aj; sin (a?-|- \ Aa?) 

fofgenbe 

8ia («+ 1 M == - 2^Äi, Ober s.o :r = ^^^^, 

unb barau8 bnrc^ Sntcgration 

2 sm a? = iTT-TA — - + Const. 

2sid|Aj; ' 

Sbenfo anö ber ©feic^ung beffctbcn ^aragrapljen 
A sin 0? = 2 sin \ Lis cos (a? -|- y Ao?) 
erbält man 

Z CO» :r = "y7f^> + Const. 

§Bermitteffl biefer gormein fann man alle Functionen 
integriren, meiere au§ ©liebern üon ber gorm sin a;«" cos a?" 
jufammengefefet finb, wo m unb n pofitiDe ganje 3aCjlen be= 
beuten. 2)enn biefe Functionen fönnen immer in eine Steige 
t)on ©liebern umgetüaubelt werben, roeli^e bie @inu8 unb 
-ßoflnuS ber SBielfac^en be6 JBogenö x enthalten } unb man 
[;at fletö 
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l COS (p-^qx)= 2sUaJ ' 

§. 540. SBeim man auf bie cnblicfien Siiteornle bie 
9WetI)obe ber Siitei^rntiün biirc^ Xijtik fibcrtragen wltl, fo 
fefce mnn, inbcm P unb ö irgenb jirci Functionen bcr 
SBeränberlic^en or bebeuteu^ 

2PP=0.2P+Z, 

mo Z eine ncrfj ju beftimmenbe Function üon ber nämlichen 
SJeränberlic^en ijl. ©iferentiirt man beibe®eiten berSIei* 
ä)\m<if fo fommt 

Pe = ((?-|-A(?) . 2(P+AP) ^ (? . 2P+ AZ, 
über, ba SAP = P ip, 

0=A(?.2(P+AP)+AZ, woraus Z=— 2[A0.2(P4-AP)]. 
2Jlan ^at atfo 

SP0 == . SP - 2 [Aß , 2(P+ AP)] 

ober einfa(!^er . , 

2P0= Ö . 2P— 2(A(? . 2Pi). 
5)arau6 wirb fotgüc^ burct; weitere gntwitfelung 
2P0=a2P— AO.22P|+S(A»0.2»P,) 
2PÖ=0,2P-A(?.2«P,+A«0.23Pj— 2(A«Ö.2»P,) 



2P0=(?.2P— Aa2^P,+A»ö.23Pa— A«0.24P,4-A4O.25P4— 2c. 

2Jlan fann biefer Formel and) bie ©ejlalt Qtizn 

^PQ == O.2P~A(?.(22P+2P)+A*0.(2«P+22*P+2P) 

r- A«0.(S*P4-32»P-|-3S*P+2P)-f 2C. 

S5it Steige ber Ofieber briifet ab, wenn bie S)iflierenjen irgenb 
einer Drbnung ber Function Q conflant werben. 
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^ummation ber Steigen. 

§, 541. 9Jtnn Ijat mij §. 524 bie aa^cmeine ©Icic^ung 

in lüeld^cr Swq eine lüittfürlic^e gonjlantc bebeutet, ©cfet 
man nun 

Sm, = M(> + ttj + «a + tf s 4- +Un, - 

b: ^. bejei^net man affgemein mit Sun bie "(Summe ber auf 
einanber folgenben 855ert[;e ber Function u bis ju bem SBert^e 
Un, biefen lefetern eingefdjlüJTcn, fo ^at man bie Säejießung 

Sun = 2m^ -|- m« + Const. 

ajlan ftel;t alfo, ba^ jmifc^en bem Sntegraf, »eft^eö 
burc^ 2 bejeic^net wirb, unb ber @umme/n)eld)e burc^ 
S angebeutet wirb, unterfe^iebtn werben muß. S3eibe®rößen 
iDeid&en barin t)on einanber ab, ba^ bie festere bie ©umme 
ber ©lieber ber Steige Uq, w,, Wj, 2c. bi6 jU bem ©liebe Un 
einfc^Iießfit^ auöbrütft, roätjrenb biefeS ©lieb in bemSnte* 
grafe nid^t entfiaften ijl. SJlan fann übrigens aut^ bm 
Snbej: n weglaffen unb bfoß fc^reiben 

Stf = 2m -[- II -}- Const. 

S)ie gonjlante bejlimmt ftc^ burc^ bie Äenntniß beSjenigen 
©liebes, mit wefdjem bie Steige ber mit u bejeic^neten Sunc:^ 
ticnen, beren (Summe Su barfiettt, anfangen foll, 

§. 542. gs werbe j. 58. bie (Summe ber ^otenjen 
ber gaujen 3a^fen gefut^t. Wan fefce In ben Formeln 
bes §. 535 Aa?=l, unb befttmme bie (Sonfiante fo, ba^ 
bie Steigen mit ber ©n^eit anfongen, in itrft^em Söffe 
i[)r SBert^ 9luff ift, fo fjat man 
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Sx =1+2 +3 +4 + +0? =^s^-^\x 

Sjra=l+22+3*+4*+ +j?^=4j?»+ia?«+ | a? 

Sa?3=l+2»+3«+4»+ +a?»=^a?4+AiF»+ 1 a?« 

Sa?*=l +24+3*+4*+ +ar*=|a?»+|ar*+ 1 a?»— Vö^ 

Sa?*=l+25+3*+4*+ +^*=ia?*+|a?»+y\j?*— J^a?» 

Sa?«=l+2«+3«+4«+ +a?«=^a?'+|a:«+ ^ a?»— | ay^+Jj^ 

SDen dllflemeiuen Sfuebrutf für Sx^ wirb man au6 bem 
§ru8brucfe be8 §, 535 für Sa?** ermatten, inbem man Aa:= 1 
fcfet unb Ü6erbie6 ba8 ©Heb — | a?*" in + 1 a?" Dertüanbcft 

§. 543. 5Dle Sotmcl beS §. 536 gibt 

» 

S j(ö -|-- a? + Aa?) (a + a? + 2Aa?) . . (ö -(- a? + mAa:) j = 
1 

tüeld^er Sfuöbrudf bajn bicnen fann, bie Summen berSleU 
^en ber figurirten 3at)fen ju bepimmcn. !Da8 allgemeine 
®lkb biefer »leiten ifl 

(a? +l)(a?+2)(ar+3) (j:+m) 

unb man ^at, wenn man in ber üorigen Sormel a = 
unb Ao? = 1 fefet 

^ (a?+l)(3?+2)(a?+3)..(j?+m) ^ (3r+l)(ar+2)(a?+3)..(dF+m+l) ^^^^^ 
1.2.3 m 1.2.3........(i?i-j-l) "^ 

9fIfo liefert ein belietigeS ©lieb Jeber Steige bie (Summe 
ber ©lieber ber üor^erge^enben Steige. SJlan erhält, wenn 
nae^ unb m6) w = 1, = 2, = 3, 2c. fefct 
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S^±-U+2+3 + 4+ +^ 

_(3:+l)(a:+2 ) 
~ 1.2 

S^^!±^>=l+3+ 6 +10+ + (f±^^ 

~ 1.2.3 

s (-HH?±|£±?)=l+4+10+20+...+(-^±«^^ 

(3;+l)(ar+2)(a?+3)(ar+4) 
— 1.2.3.4 

S)ie Sonjtantc ifi ^lutt, wenn bic Steigen mit bcr gin^cit 
anfangen fottcn. 

§. 544. X)ic Formel ica §. 537 gibt cbtnfo 

1 

^ (a+37)(a+a:+A:r)(a+ar+2Air) (ö+j?+mA-F) 

t 1 



. P— ^ ^ , , Const, 

unb b'iefe tSormef fann jur ©nmmirung ber Stellen bicncn, 
bercn ®tiebcr bic (Sinl^eit äum 3ä^Ier unb bie figurirten 
Balten ju 91ennern [;a6en. S)a8 allgemeine ®ticb biefcr 
9tei[;en ijl 

* 

(a;+l)(ir+2)(j74-3)...(ar+m) ' 

wnb bie üorige Formel gibt 

(a:+l)(jr+2)(ar+3)...(a;+mr 
^ "" m^ • (a7+2)(;r+3) (ar+m) +^®"^ 



% 
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I)iefe ^otmcl ip un6raii^6ar fflrin=l. ©efct mnn m == 2, 
5=3, =4, 2c. xtnb befHmmt biegonflantc fo, brtf tieSleU 
^m mit 5er ©inl^eit anfangen, fo ^at man 

S — r=l-|-JL4- X -J- 1 J... 

(a?+l)(arH-2) ^iTT 6 I 10 I 

1.2 _^ 1.2 

(x+\){x+2)~^ {x + 2) 

S i.^.j =l+x I ' i- M 

+(a:+l)(ar+2)(ir-}-3)"^'^ ""ä • {j;+2)(ar+3) 

S lj;2^3^4 _| I 1 I i_ 4 . 1 I. 

(ar+l)(a?4-2)(:r-}-3)(a?+4) * I 5 I isTssT 

. 1.2.3.4 _^ _^ 1.2.3.4 

' {x+i){s+2){x-^3)ix+4)~^ '^\x+2)(x+3){x+4) 
2C. 

35ie SBert^e I, |, f, 2C. ber ßonflante geben bie ©ummen ber 
Steigen, trenn man [xij biefe ins Unenblit^e fortgefefet benft. 
§. 545. 3n S3etref ber tranfcenbenten 3nnctionen*) 
liefert junät^fl ber «fuebrntf fdr So» in §, 538 

§. 546. 35ie 9fu9brütfe für 2 sin a; unb 2 cos (p in 
§. 539 geben 

S sin o; = ;r-^r! — - + Const, 

2sin|Aa7 ' ' 

_ 8iii(ir+T^) I r * 

S^osa;= -^^^1^ + Const. 

35iefe Sormeln liefern bie ©nmme einer Jeben Steige, beren 
©lieber anö ben @inn8 oberEoftnuö üon Sögen befielen, 
welche eine arittjmetife^e ^rogrejfion bilben. SHan erhält 
nämlit^, wenn man p-\-qs: flatt x, unb q^x fiatt Aa? ft^reibt, 

*) Ueber Slx, itofür auf biefem SBrge frin $IudJbru(f gefunben toerbrn 
fann, Derglnc^e man ben Sufaj} IV: am ®(^(u{Te btefrö 99anbed« 
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S Sin (p-\-qx) _ 28iDi9A:r "^ 2sm\q^x ' 

i>COS(p-^X)— 2si„|,Aa; 28ini^Aar ' 

tüo fcic (Soitflanten fo btfiimmt fiiib, bäp bie Ifteiöen rcfp. 
mit bm ©liebern sinp inib cosp anfaiiflen. 



3ntfgrotion ber linearen ©ifferenjengleit^ungen mit ronflanten ©oefprienten. 

§. 547. SJtan betrachte wie bieljcr eine unabhängige 
Seränberlic^e a? unb eine Sunction y biefer aSeränberfii^en, 
unb e6 ma^fe o? um bie ßonjlante Aa?; welt^e immer als 
befannt angefel^en wirb. (Sine S)ifferenjengleic^ung 
brütft fotann überl;aupt eine Stelntion au8, mlä)t jtrifcben 
fcer SBeränberlid^en a?, ber «Function y, unb einer gewiffen 
Sfnjaljt Don S)ifferenjen Ay, A^y, A'y, 2C. biefer fjunction 
finttfinbet. 

SJtan erfennt aber fogfeic^, ba^ wenn man für ^y, 
A*y, A«y, 2C. bie affgemeinen 9fu6brü(fe beö §.523 an bie 
©teffe [e^t, bie in Jftebe fie[;enbe Slefation bargejlefft fein 
wirb burd^ bie ©rö^en w, y^, yi, yt, y^, it., wo bie ©tef^ 
leujat;! beS äuferjlen ®Iiebe8 in ber SReilje btx SBertt;e t>on 
y gleich ijl ber ^öd^jlcn Drbnung ber S)if erenjen, welche in 
ber gegebenen ©leic^ung entl;alten ftnb. ©arauö folgt, ba^ 
eine iDifferenjengfeic^ung ni^ts anbere8 ifi alö eine JUela^ 
tion jwifd^en einer gewijfen Sfnja^l auf einanber fofgenber 
©lieber einer Steige, burc^ beren ^ülfe man äffe ©fieber 
biefer JRei^e beftimmen fann, fobatb man eine gewiffe STn* 
ja^I berfelben, gleid^ ber Orbnung ber ©leic^ung, wifff ürlid^ 
angenommen ^at. 

Sine X)ifferen5engfeid)ung integriren ^eißt ben 2fu6brudC 
be8 affgemeinen ©liebes ber fo eben bejeic^neten Steige auf:^ 
finben, Sfuö bem ©efagten ge^t ^ert)or, ba^ biefer 9fue:= 
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bxxxä \\otf)ti>tnbxQ eine ^nja^I midfürKc^er Sonflanten ent^ 
galten muf , tvüäjt QUxä) ifl bn ^öc^fJen Drbnung 5er I)iffe:5 
renjen, bxt in ber gegebenen Oleic^ung üorfommen, ober 
ber f)bä)^m ©teffenjatj! ber auf einanber folgenben SEBert^e 
ber Suncticn y, tozldjt barin enthalten jtnb. 

§. 548. X>er einfac^fie Sau ifl berjenige, mo bie ge^ 
gebene ©leit^ung fidj rebucirt auf 

AV = 0, 
jiatt beren man üermöge beö §. 523 audj ft^reiben fann 

gjlan erhält t;ierauS 

n{n-^i) , n(n-l)(n— 2) .- 

yji=»» . y« - 1 2 — y»-'* I 2.3 — y*""* — • • • • + yo, 

unb biefer Sfu8brudC liefert ba8 ®Iieb ber Steige, welti^ee 
bie ©tettenjatil n entljält, anögebrücft bnrt^ bie Summe 
fcer n bortjergcljenben ©lieber, üon benen jebeö mit einem 
numerifd^em Soefftrienten multiplicirt ifl, ber üon biefer 
©tettenja^I abfängt. 

iE)ie Sntegration ber ©teic^ung A'^ = i|l übrigens 
leicht nac^ bcn Siegeln beö §. 535 auöjufil^ren, SJlan er:= 

^ält 

A*-V = 20 =A, 

WO i4„ ilj; As, 2c. tüiHfürlit^e Sonflanten finb. Da6 3n:^ 
tegral ber Drbnung n I;at bemnac^ bie gorm 

WO a, a,, Oj, aj, Ow-t wiHfürlit^e conjlante Soeffi' 
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clentcti fmb, bcrcn Sfujal)! gleich 5er Drbtimig ber ®ln^ 
ä)nnQ ifl. 

S)ie gicificit, beren attgemcineö Olieb burc^ ben üor* 
fle^enben 9fu8brudC gegeben mirb ober bereu Differenj Dou 
ber Drbnimg n ben SBert^ 9lull tjat, finb aud^ unter bem 
Stameu ber arit^metifcben JReiljeu t)ou Ijöfieren Drbnungeu 
befanut 

§. 549. SJlaw betrati^te ferner bie ®lei(!^ung 

in iDelc^er P,Q,R,...,U conPante 3rtt;fen bebeuten. ©efct 
man y=Q?r wo q eine Sonjlante bejeld^net, fo werben 
naij ber ©ubfhtution bicfeö SBert^eS alTe ©lieber burd> 
Q* t^eilbar fein, unb eö bleibt 

fo baß ber ?fu8bru(I y = q* ber gegebenen ©leid^ung (1) 
©enflge feipet, fobaffc q eine SBurjef-ber ©leic^ung (2) if}. 
SBejeic^net man bemnad^ mit Qi, q%, q^, ..«.Qu bie n 
SBurjeln ber ©leic^ung (2), welche junät^fl fämmtlit^ reell 
unb ungleich fein mögen, fo ^at man für y bie n befonbe^ 
reu Söertlje y=Qi^ y = Q!i*, y=q3', ..•.y=Q/5 unb 
ba ber®Ici(^ung (1) audb bur^ bie ©umme üon jtrei ober 
mehreren biefer Jffiert^e ©enüge gefc^ief;t, üon benen jeber 
einen beliebigen conflanten ßoefficienten beigefügt entsaften 
barf, fo ^at man 

y = ^iQi'' + ^Q2* + A^qs"" + . . . . +^q/ 
aU Sfußbrudf be6 allgemeinen 3ntegral8 ber gegebenen ®rei=: 

d^ung, in roeld^em Ai, A^, A^, An bie n willfürliii^en 

ßonflanten bebeuten, bie biefeS 3ntegral entsaften muß. 

§. 550. 3n bem Salle, mo bie ©lei^ung (2) ima^ 
ginäre SBurjctn befifct, feien 

Q* — 2ft(}cos(p-|-Ä* unb Q=:ft(cos(p;^ V— 1 .sincp) 
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einer i^rer reellen ?5actoren be8 jnjeiten ®rabe9, unb bxt 
Wxbtn entfpred^enben imaginären SBurjeln. fSlaij §. 117 
ifl jn erfennen, ba^ btx ©leid^ung (1) burc^ bie 6eiben 
befonberen Söerttjc Oenüge gefd^iel^t 

y=A*(cos(pa:4-V^--r.sin(pir) unb y=k^ (co8(fx — K — l.sincpa?), 

unb folglich avai) bnxä) bie ©umme biefer SBcrtl^e, üon 
benen .jcber mit einem beliebigen conffanten Soefpcicnten 
multiplicirt werben bnrf. 3)arnuS ergibt fic^, ba^ btx S^^eil 
be6 allgemeinen ?fu8brudC8 ber fjunction y, tvüä^tx btn 
beiben in ätebe fie^enbcn imaginären Söurjeln entf})ric^t; 
in reeller Sorm bargejlellt tt?er^en fann burd^ 

Bit* cos (fx -\- B%¥ «in (pj?, 

tüo Bi nnb Bi ttjilirürlic^e (Sonftanten ftnb. 

§. 551. bergan, mo bie ©leiifeung (2) gleiche 8Bnr== 
jeln beP|t, läßt fit!^ auf äf)nlic^e SBeife erlebigen toxt e8 
im §. 440 gefdje^en ifl. ®6 feien nämlid^ Qi unb Qi+w 
jwei SBurjeln biefer dJIeicbung, fo n^irb bie Summe ber 
entf))rec^enben befcnberen SBert^e fein 

ober xctxxxx man bie angejeigte ^otenj entlDitfelt 

ßäft man nun w unenblic^ Mein werben, fo fann man btn 
ßonflanten A^^ unb A^ folt^e SBertl^e beilegen, ba^ bie ®rös 
ßen Ai-^A^ unb A^ixi beliebige enblic^e 9Bert5e annetjmen, 
unb baburc^ Derwanbelt ftd) ber üorige §fu8bru(f in 

SBenn man brei gfei&e SB^rjeln ^at, fo ifi bie ©umme 
ber brei entfj^rec^enben befonbercn SBcrtl^e 

über 

SR^^xtx, 3)iff.^ttnb Sntefitalr. II. 33anb. 16 
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«nb ba man, trenn w unenbüt^ Wein wirb, brn ©onpanten 
Ai, A2, A3 fofdjc aScrt^c geben fann, ba^ bie ®röfen 
il, 4- As, A2 -f- -48«, ^«w* beliebige enblic^e SBertlje ön^ 
netjmen, fo üerwanbelt fit^ bie (Summe ber brei in Siebe 
(le^enben befonbereu SCBert^e in 

ajlan überliest leitet, »ie bieS fftr eine größere Sfnjrt^I 
gleicher SBurjeln fortjufefeen \% 

§. 552. 'S)it miDfilrKc^en (Sonftanten, ttelc^e in bem 
allgemeinen 3ntegra(e enthalten ftnb, njtrben immer burc^f 
bie 93ebingung befiimmt; ba^ biefed Sntegral n gegebene 
Söert^e ber Function y liefen muß, toelj^e n gleie^fflffa 
gegebenen SBert^en ber SBernnberlic^en x jiige^ören. 



XLI. 3titer|iolation ber ttetl^en. (fngetiäl^erte Sered^nttttg 
ber fBertl^e beßtmmter Sntegrale* 



§. 553. 3>ie Operation, welche mit bem ?Ramen*3ns: 
terpolation bejeic^net mirb, ifl eine ber ^auptfac^Iii^flett 
?lntt)enbungen ber 3)ifferenjenre(^nung. 3^r liegt ber ®z^ 
banfen jum ©runbe, ba^ man in Srmangeiung be8 anal^^: 
tifc^en SfuSbrucfS einer Function, tctläjtx bie Slatur berfef= 
ben üoUftänbig be^immen unb bie aJlittef bieten n?ürbe, ent^ 
n?eber genau ober fo na^e al8 man rüiH Jeben SBert^ ju 
berechnen, ber einem gegebenen aCBert^e ber unabhängigen 
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aScränbetüdjcn entfpric^t, bennoc^ mit einem für tie Sfii* 
tüenbunflen aitöreic^enben ®xabt Don ©enautgfeit nlle SBetHje 
btx in älcbe fletjcnben Snnction anjngeben im ©tanbe x% 
\obalb man eine begrSnjte Sfnja^I öon gegebenen SBert^en 
biefer Function fennt (58 üer^citt fid) t;ier ebenfo, »ie 
wenn man bei graptjif^en Eonfknrtionen bie (Seflaft einer 
SurDe als beflimmt anfielt; fobalb eine gemiJTe ^Tnja^I 
t)on ^nnften feftgetegt tt)orben ifl, bie biefer (Snroe angea» 
^ören. 

ajlan fe^re jn ber gormel beö §. 522 jnrttcf 

Un=Uo-\'n^U o I j ^^ A'Ko+ 1^3 — ^^AHio + .... + A»tio. 

DiefeSormet liefert bloß eine ©ejie^nng jiüif^en bemSBert^e 
u», bem 3ßert[}e Uo, nnb ben 3)ifferenjen ^, AH<o, AX^ 
....A«tio, ober was baöfelbe fagt, jrüifc^en ben SEBert^en 
U(^f Vi; IIa, »s, ....n»/ n?el(^e afd befannt angefe^en n?er:s 
ben. Wlan tann, ftreng genommen, nichts barand ^erleiten^ 
was ni(!^t fc^on gegeben n?äre. . 

@d fei nun ti eine Function Don einer SSeränberlic^en 
üp, nnb man laffe biefe SBeränbertic^e um bie tonftante 2)iffeas 
renj Aar ma^fen. (Schreibt man Ux, um ben SOert^ ber 
Function u anjnjeigen, n^elcber bem SBertCje x ber unab» 
gängigen SSeränbcrltc^en entfprit^t, fo mn|, wenn matt in 
ber Dorigen Sormel Ux für Un an bie ©teile fefct, gCeit^* 

jeitig ftatt n gefc^rieben werben -^. 2Jlan C;at fobann 

welche gormel ux in feiner 9fbf)ängigfeit oon x barflept. 

§. 554. Sßenn bie f^nnction u eine ganje rationale 
gnnction Don x Don ber Drbnnng r ijl, fo wirb (na(^ 

1&* 
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§. 527) bit S)i|ferenj A'wo coiifttint, mb bit ^Differenjen 
citter fofgcnben Drbmitiflcn erhalten mithin ben 3Bert[} 9tull. 
3!)cr üorfleljeubc ?fu8brutf bcp^t fobaim eine befHmmte ^w^ 
jal)! t)on ©liebern, \mb mau erfennt [eid)t, b»i^ bieÄennt- 
ni^ ber r+1 erflen SBertt^e t?ün u ^inreid)t, nm mithülfe 
biefeö 9fu8bruef6 bie 9leiC)e biefer Söert^e befiebifl fortjufe^en 
unb immer fleuaue Slefultate ju er[;a[ten. 3u biefem ©d)hijfe 
gelangt man axiif, trenn man in ber ©[eic^nng be8 §. 523 
bie 2fnnat)me mat^t AX = 0, moburc^ man er&ält 

ft(n— 1) , n(n— l)(fi~2) _- 

n)e[rf)e gormef Jebeö beliebige ®lieb ber 9lci[)e Uq, w,. Ui, 
Us, 2c. üermitteljl ber n tiorl;ergel;euben ©lieber auöbrütft. 
9lun tritt jmar biefer Umflanb, ba^ bie fpflteren ©ifferen jen 
Derfd^rüinben, nic^t allgemein ein 5 ba aber in benjenigen 
gällen, auf welche bie I;ier angepeilten ®etrac^tungen 2fns 
ft)e«bungen finben, bie auf einanberfolgenben Sifferenjen 
Atto, A'X/ A^wo, 2C. abneljmenbe S5Bertl;e Imben, fo fann 
man in ©erütffic^tigung ber ©enauigfeit, mit wcld^er bie 
8tec^nung gefübrt wirb, biejenigen ©lieber weglaffcn, melrfee 
megen i^rer Älein^eit feinen ©influß me^r auf bm SBBert^ 
ber 9tefultate Ijaben fönnen. 3)ie üorffeljenbe ?5ormel fann 
mithin unter biefer S3orau8fefeung in allen "Saum baju 
bienen, bie Steige ber vorgelegten SBert^e beliebig fortju« 
fefeen, wobei man allerbingS/ je me^r man fid^ t?on bm 
gegebenen 3a^leu entfernt, beflo me^r ber ©efaljr auegefe^t 
fein lüirb, größere unb größere fje^ler ju beget;en. 

X^ie ©cre^nung ber ©lieber ber 9leibe Uo, Ui, «a, 2c., 
welche über ba^ ©lieb Wr l)inaualiegen/rebucirt [xä) tibri* 
gene, wie mau leitet bemerft,. unter ber SSorauefefeung, ba^ 
bie 35iffercn}en einer gemiffeu Crbnung r confiant jtnb ober 
wie conpant ongefetjen werben fönnen, auf blope Slbbitionen. 
@8 fei j. 33. bie gunction gegeben 
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«^ = a?» — 5j?2 -|- 6ar — 1 

\u\b man nel;me Ad7 = l, ©eredjnct man 5ic Dicr erficu 
©lieber, entf|?ret^enb ben Sßerttjeu x^=0, ir==l, x = 2, 
Ä?=3, fo tann man fofgenbe Tabelle ^erjletlen: 



X 


Ux 


Aiix 


A^eia; 


A'«x 





1 






• 


1 


+1 


+^ 


4 




2 


—1 


—2 


—4 




3 


-1 





+2 


+6- 



I 

®a in gofge bcr Siefc^affen^eit ber gegebenen Function bie 
britten S)ifferenjen conjlant fein muffen, fo fann man bic 
Steige ber Söert^e t)on Ux vermöge be8 tjorigen ^aragraptjen 
na6) ber Wormel fortfefeen 

in metc^er man Uo = — i, Awo = 2, A22io=— 4, A»Wo=6 
ju fefeen fjat §fber eS ijl Diel einfad^er, bie Tabelle ba^ 
bnxä) fortjufüI;ren , ba^ man bie conjlante (Differenj 6 in 
bfr [e|ten SSertifalreifje miebert^olt.fe^t, nnb bie übrigen 
SSertifafrei^en üon ber Siechten nac^ ber ginfen bmi) ^bbW 
tion auSfüttt. 









■ 

• - 




X 


Ux 


Au« 


A>Mx 


A%x 


3 


1 





2 


6 


4 


+'7 


8 


8 


6 


5 


29 . 


22 


14 


6 


6 


71 


42 


20 


6 


u. 




1 
i 
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J)ie alfo txfjalttxmi 8tefultate jlnb üoHfommcn genau. 
S)ie8 würbe mäjt btx Sali fein , wenn bic IDifferenjen ber 
legten Drbnung, weft^e man in SBetrat^t jie^t, nic^t in aller 
©trenge con^ant mären., 3n einem fol(^en gaffe müßte 
man im Dorau0 einige entfernt liegenbe ©lieber ber Steige 
berechnen, nnb \ii) üerfidjern, ba^ bie Söert&e biefer @Iie= 
ber mit ben burd^ bie üorige 2}let^obe gefnnbenen jufam«: 
menfaffen. 

§, 555. 3)er Stctd ber Snterpofation befielt nid^t 
barin, eine Steige t)on ©fiebern, t?on benen eine gewiffe 
9fnja6t gegeben ifl, beliebig fortjnfefeen, fonbern tJielme^r 
jwift^enfiegenbe ©lieber in einer 9tei[)e ju berechnen, t)on 
welcher eine gemijfe Sfnjatjl t?on ©liebern in gegebenen ^b^ 
jlänben t)on einanber befannt ifl. §ier ftnbet bie gormel 
beS §. 553 i^re eigentliche Sfnwenbnng. ®iefe Sormel, 
ft)eftf)e jheng genommen nnr eine 3leIation jtt)iftf)en [öftren 
Söert^en üon u auöbrüdft, bie ben beflimmten SBertl^ 0, 
Aa?, 2Aa?, 3Aj?, 2c. ber SBeränfeerüc^en x entfpredjen, betra^s: 
tet man jejt wie ben affgemeinen Äuebrudf ber ©rö^e u als 
Snnction t?on x, aud^ felb^ für biejenigen SBertlje biefer 
aSeränberfic^en, welche jwifc^en btxx üorigenjntfjalten jtnb. 
@e^t man für x einen SBert^ Heiner al8 Hx, fo wirb ber 
?fn6bru(f für w* in ben meiflen Sftffen flarf conüergiren 
unb mithin feitet einen fefjr angenäherten SBert^ für biefe 
©röße liefern. 

©ejlüfet anf bi|je ©etrat^tnng rebucirt ftd) bieSäerec^:» 
nung aller S^afehi, wie 5. 93. ber rogaritljmifc^en ober ber 
apronomif(^en Safefn baranf, bc\^ man jnerp genau, mit 
$n[fe be0 anal^tifc^en Wuabrudfa ber Functionen, eine mä== 
ßige ?rnjat;[ üon ©liebern beredjnet, bie in größeren Snter^ 
üaffen au8 einanber liegen 5 I)intert)er fann man fobann bie 
jwifdjenriegenben ©lieber burc^ bloße 9fbbitionen I;erfleffen. 
9J?an benfe pt^ wie bietjer bie 3una[)me äx al0 conpant. 
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uub man neunte an, e8 foOe ttoifijtn jtvei beüebigeu Don 
ben befanntcn ©fiebern »o/ »i/ »i/ »«/ ^Cv treldje ben SBets: 
t^en 0, AiF, 2Aa?, 3Aa?, jc. ber 85eränberri^en x entfprec^en, 
eine Sf njal;I üon m — 1 ©liebern interpolirt werben , bie 
unter fid^ »ieber gfeit^e Snterüalle' bilben. (Die neue 3u== 

nii^rae üon x fei 8a? = — . 3n Solge beS ijorigen ^axa^ 

Qxapl)tn ifl flar, ba^ man bie gefachten jmifc^enlieflenben 
©lieber leidjt l^erfiellen wirb, n?enn man erpenö bie 
SBertlje üon Uo, 8wo, 8*iio, 8X/ w. fnint, nnb n?enn man 
jmeitenS bie I)ifferen5en ton einer gen^iffen Drbnung, weft^e 
mit h^ bejri(^net werben mögen, a[6 conffant öufer^en 
barf^ benn afsbann \)at man bie le^te SSertitaftei^e einer 
Sabette, ä^nlid^ ber obigen, unb bie ?fnfangag[ifber atter 
übrigen aSertifalreitjen* ©etrat^tet man mm, tjermü^ge beö 
üorl^in ©efagten, bie Formel be9 §. 553 andf jnr 85tre(ts= 
nung berjenigen SBert^e ton u al8 gültig, meiere ben jwi- 
fc^enüegenben SBerttjen t?on x entfprec^en, fo giM biefe 
Sormel junädjp, inbem man n^x ffatt Aa? fc^rejbt, 

3n biefem *2fuSbru(f e jinb iio/ Aii©, AX, AX, k. tüii con^ 
fante ©rö^en anjufel^hi, bie immer in Sofge ber ümrauS:' 
gegangenen fftecbnung befannt fnb , welche in 83etriff ber 
©lieber ber fftei^e^ bie ben SBert^en 0, Aa?, 2Aa?, 3Aa?, :c. 
entfpret^en, angepeilt werben mu^te. CLifferentürtmanfobann 
in SSejug auf ba6 3fic^fn 8, unb beachtet, ba% bie ^obucte 

X ^ X ^ ^ \ ^ X ^N 

ganje unb rationale Functionen t?on x barficßen , mithin 
il)re S)i|ferenjen üon folgen Drbnungen, lüeltfre bie'«njal)l 
iljrer gactoren übertreffen, 9?utt jtnb, fo finbet man 
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"* (OT8a?\m8iF JKjnbx y"\m^x J 



\ 



A*"+* 



«o 



ri.2.3...(r+l) 



+2) 



(Diefcr Sfuöbrucf liefert bic gefud)ten !I)ifferenjen 8mo, 8X/ 
8^0/ 2c., tüeiin man barin nat^ 9fu8fü[;rung ber nngejeig^ 
teuX)ijferentiationen a?=0 fcfet. !Da biefe Sormeln ^äupg 
mit 5yiufeeu gebraucht werben fönnen, fo follen bie SfuSbrüdte 
für bie ^Sijferenjen ber erflen Drbnungen ^ier poHjlänbig 
enttüidtelt rüerben. 

!Durc^ SSoSiiel^iing ber angezeigten äRuftipUcationen 
finbet man junä^fi 



8ttx= 



^iäs^"^ 






2 



+"0 



ar» 



3 



AX 






,m4(8rr)4 m»(8a?) 



3 



11 



a^a 



m*(8a7)> m8j?y 1.2.3.4 



+2C. 



8Hla: = 



8* 



a?* A>tlr 



ma(8a7)a 1.2 
+8> T-^^ 



3r> NASfi^, 

ma(8ir)ay 1.2.3 






b^Ux = 



5« 
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m3(8a;)» 1.2.3 

SBeabet mau fobann bcn STuöfcrutf für A^a?* mi8 
§. 527 an, in weld^em man a?f=0 fe^eu muß, moburc^ 
er fi(^ auf fein fcfetcS ©ücb rebucirt, fo üerwanbeln jic^ 
biefe Sormcfn in 

s, 1 Ta, I 1-»»a, I 7— 18m+llm> . , T 

2C. 

SJtan itirb feiten in btn gaff fommen, ba^ man X)iffes: 
rcnjen tjon^ Böserer Drbnung als ber tjierten anjuiüenben 
nöt^ifl i)at 60 ijl übrigens leidet ju erfennen, ba^ wenn 
man affgemcin bei bm X)ifferenjen ber Drbnung r tjon ben 
3a6Ien Wo, «i, «2, «a, k. ber vorgelegten Steige flehen 
bleibt, b. ^. wenn man bie X)i|ferenj 6rux mie conjlant an- 
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( 



A^-^* 



«0 



\*1.^.3...(r+l) 
+ ^"^ \i^\JiiEi~^ )\Jii^^ •1.2.3...(r+2) 

SDicfer Sfuöbtucf liefert bie gefugten Eiferen jen 8«io, 8 X/ 
8«iio, 2t, mnn man barin nad) 9fu8fül;rung ber angejeig^ 
ten X)ijferentiationen x=0 fefet. !Da biefe Sormefn ^äupg 
mit 5yiufeen gebraudjt itjerben föuneu, fo foHen bie SfuSbrildtc 
für bie !l)ijfercnicn ber crflcn Drbmmgcn ^ier pollflänbig 
entmidtelt rüerben, 

!Durc^ aSoffjicI^ung ber angejeigten SJiuItipIicationen 
finbet man junä^ft 



8ttx= 



O"» 






+<; 



ar» 



m^{bx) 



.—3 



iT« 






w5a?y 1.2.2 



m»(8a?)J 



m*(8ar)a ^m8j?y 1.2.3.4 



+2C. 



8Hix= 



8» 



J?a A^a. 



ma(8iF)a 1.2 



x^ NAStiQ 
m2(8iF)V 1.2.3 



"^ Vm4(8ar)*~^mS(8ar)»' 



11 



x^ 



mHbx) 



Vi. ^.3.4 



b^Ux = 



5« 



3titrv)iolation9fovmeln. 
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m3(8a;)» 1.2.3 



+HJU-^-~^''"' 



\m'^(bxY 



b*Ux = 8^ 



:c. 






m«(6j^)V l*^-3.4 



m4(8iF)4 1.2.3.4 



+ 2C. 



SBenfcet mau fobann bcn STuöbrntf für A»a?* aii8 
§. 527 an, in mläjtm man a?x=0 fe^eu mu^, moburdi 
er fxä) auf fein IcfetcS ®(icb rebucirt, fo üermanbeln jlc^ 
bicfe Sormcin in 



•8'«o=i[A.«oV-^As«o- 



, 1— 6m+Hm»— 6m».^ , T 



3.4.m> 



8»«o=;^[a»«o+^AX 



2.1» 



+«•] 



8X=^[a««o+U.] 



2C. 

SJtan wirb feiten in ben Sali fommcn, ba^ man ®iffe^ 
renjen t)o\h Böserer Drbnung als bcr üicrtcn anjumenben 
nöt^ifl i)at 6ö ifl übrigens leitet ju erfennen, ba^ wtnn 
man aff(jemein bei bcn X)iffcrenjen ber Drbnung r t?on ben 
3a6Ien Uo, Ui, u^, ws, 2c. ber üorflelegten JRei^e flehen 
bleibt, b. {). wenn man bie SDifferenj 6rux tcit conftant an^ 
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ftc^t, fobann Wc Dijfcrctij bcr nämli^en Orbuung i^u, btx 
}u intcrpolircnbcn Baffen gleitöfaHö conflatit ifl un5 beit 

SBert^ — ^ bat, voo m—i bie Sfiijaijf ber itüift^en [t jmei 

benachbarten ©liebern ber (gegebenen Steige einjufc^altenbeh 
©Heber bebeutet. 3)ie Dorfle^enben JUefuftate liefern immer 
bie nöt^igen OTittef, um eine Steige tjon Sa^en, bie unter 
einanber Qltiijt SntertjaHe befijen, jltJifc^en bie ©lieber einer 
gegebenen Steige ju interpoliren, meiere ebenfatl6 um gleiche 
SnterDaffe t?on einanber entfenit fmb. 

§. 556. Um in einem S3eifpiele btn ©ebrauti^ ber t?o= 
rigen gormein ju jfigen, ne^me man bie Function 

Ug = x^ — 5a?* + 6a? — 1 

aw^ §. 554, unb fu(^e biejenigen SIBert^e berfelben ju be* 
jlimmen, metrf)e SBertf)en Don x entfpred^en, bie um Behütet 
ber gin^eit junet;men. SJlan ^ot 

iio = — 1, Awo = 2, A% = — 4, A»iio = 6, 

unb bie ^ifferenjen ber I)ö^eren Drbnimgen ftnb SfluII. Ser= 
ner ifi m= IO5 unb fub^ituirt man biefe SBert^e in bie 
obigen gormefn, fo fommt 



8'««=reVö 6 = 0/006. . 



094 



9flfo gePflltet ^i) bie SBererfinung ber gefugten jwif^enltts 
genben SBett^e wie fofgt: 



. Sntetpolaüonefotmeln, 



23t 



0) 


• 


8ug 


8»«, 


8»M, 


0,0 


-1,000 


• 






0,1 


—0,449 


0,551 






0,2 


+0,008 


0,457 


—0,094 




0,3 


0,377 


0,369 


—0,088 


0,006 


0,4 


0,664 


0,287 


—0,082 


6 


0,5 


0,875 


0,211 


—0,076 


6 


0,6 


. 1,016 


0,141 


—0,070 


6 


0,7 


1,093 


0,077 


—0,064 


6 


0,8 


1,112 


0,019" 


—0,058 


• 6 


0,9 


1,079 


—0,033 


1 —0,052 


6 


1,0 


1,000 


—0,079 


—0,046 


6 


t,l 


0,881 


—0,119 


—0,040 


6 


«. 








. 



3Jlan jiubtt in 5en logaritljmtft^en Safefn üoti Saßet, 
©fite 64 fcer ©inteitiing, nähere Slat^tüeifunflen über 5ie SBor« 
fic^t, mcf^e bei JRec^nungen biefet Sfrt anjumenben ip, mb 
über bie §ülfsmittel jur 95erbefferung Heiner Setjter, ju benen 
bie nur angenäherten SBert^e ber 2)i|ferenjen Sfnfaß geben 
f önnen. *) 



*> Splg<ttbc Don ha tntU^ntt mtereffaute S^mertung nögr l^ier 
(Raum finb«ti. 

SEBeni» man eine belieHge 9tti^t mit ^ülfe ber an^tnä^tv* 
im S>t|fennsen ber Q^ticbcr bicfer Stti^e berechnet, fo muf man 
in bcn erjlen S)tfferen3m mmigflend eine S)ecimaIfleSe mel^r ne^« 
men al^ in bcn ©liebem ber Stetige felbfi> ebenfo in ben gleiten 
^tffetengen eine mel^r aU in ben er^en (Differenzen} in ben brtt* 
ttn :S)ifcrenjen eine mel^r a\A in ben gtoeiten ^tfferen^n» n. f. f« 
SBiS man bogegen nur eben fo bief @te&en in ben 3)ifferenjen 
benu^en, mt in benC^tebern ber Steige felb^; fo werben bte burtt; 
bie Dernat^läiftgten diffcrn ber Differenzen ber legten Crbnung ^er:: 
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§. 557. 35er ©ebrautf) 6er logarit^mifc^en unb aub'erer 
Safcin biefer Sfrt gibt STiifa^ ju einer fortiräfirenben STn^ 
tücnbung be6 SnterpofircnS. S)ie 35emt^iing ber ^ropor* 



beigefü^rtcn g^^lcr pc^ tn-ben3)ifercnjen ber üorl^ergel^enbcn Orb^ 
nungen bemerfltc(; machen, »o fie nac^ bem (Sefele b(t ftgurirten 
3a}}Un jtine^men. 9^ämli(^, »enn eine üon ben Ü^tfferen^en ber 
Crbnung n um eine dinl^eit ber (e|ten Stelle fe^ter^aft ijl, fo 
n)irb biefer %tf)Ux jtc^ hti allen baraiiS gebilbeten Differenzen ber 
Orbnung n — 1 toorfinbenj er ft^reitet alfo bafelbfl fort toie bie 
conflanten dai^Ien 1, 1, 1, 1, u. 3eber biefer Sel^Ur maä)t fic^ 
auf gli^e äBeife bemerflic^ bei ben baraud l^erborgegangenen Difs 
ferengen ber Crbnung n — 25 bie^e^ter toa^\tn alfo l^ier n>ie bie 
natürlichen Sal^len 1, 2, 3, 4, k. 3eber biefer Jel^ler l^at »ieber 
ebenfo auf bie J)ifferenjen berOrbnung n— 3 6in(Iuf> bie geiler 
wad^fen alfo l^ier »ie bie ^ol^gonalgal^len 1, 3, 6, 10, n. @ie 
n)a(i)fen xoit bie ^^ramibal^a^len in ber fftti^^t ber Differenzen ber 
Orbnung n— 4, u. f. f., alfo allgemein nac^ bem (Defe|e ber ftgu« 
rirten 3a^len. 

drS ifl alfo t>on SBic^tigfeit, bem dune^men biefer %tf)itt din^ 
l^alt zu tl^un, »enn man fte nic^t etwa baburc^ gänzlich bermeiben 
toill, baf man burc^ SSenujjung einer gröferen ^nza^l bon Decimals 
{bellen in ben l^ö^eren Differenzen als in ben niebrigeren ftc^ beö 
SBort^eild begibt, bie legten Drferenzen leicht berechnen zu fönnen. 
Um bal^in zu gelangen, berechne man birect unb bon ^nterbatl zu 3ns 
terbaS bie SBertl^e einiger @^lifbet ber in 9tebe flel^enben fftti^e, 
unb betgleic(;e biefelben mit ben burc^ $ülfe ber Differenzen tnU 
flanbenen SBertl^en berfelben ©lieber. Die Differenz ^totitt alfo 
einanber entfpret^enben äSert^e* eines ®tiebeS wirb enttoeber felbjl 
eine figurirte dal^l oon ber Drbnung berjenigen fein, nat^ welchen 
bte geiler wac^fen, objer ftd^ als bie @umme ober Differenz mtfi^ 
terer figurirten Ballen bon biefer Drbnung .barfieHen lafen. 'ibit 
(Seiten ober Sffiurzeln biefer ftgurirten 3a^len z^i^en fobann unter 
ben Differenzen ber legten Orbnung biejenigen an, »elt^e um eine 
(Sinl^eit bermej^rt ober berminbert »erben muffen. 

S9eif))tele finbet'man bafelbfl e. 65. ' 
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tionaltl^cire Pfet ficf) unmittribar auf ba^ angejcigte 
SSerfßtjrcn, inbcm man 5ic ©iferenjcii btx jmeiten Dr^nmifl 
Qldä) 9luff annimmt unb mitbin btxx Sfuöbrucf für «, im 
§. 553 rebucirt auf 

# 

SBcnn bie X)iffctenjen btx jmciten Orbnung niti^t Sftuff jtnb, 
fo crl;ftlt man ein genaueres JRefuftat, inbem man t)on jenem 
?fuabrudf bie brei erjlen ©lieber beibcljätt 

ÜCcr ®ebrau(^ fofdjer Safefn gibt aud^ ju ber Umfefjs 
rung bed 3nterpo[ation8probrem0 ^fntaß, b. ^. ju ber ?fuf=:^ 
fut^nng beS Sßert^eS t?on a;, mefdjer einem gegebenen SBert^e 
Ux ber ?5unction u juge[;ört. ©o lange man bie S^ijferenjcn 
ber l;ö[}eren Drbnungen gfeid^ 9tuII annc[;mni f ann, [)at man 
unmittelbar aue ber erflen ber borpetjenbcn ®Ieic!^ungen 

SBenn aber bicfe ?5ormeI nic^t bie nöt[;ige ©enauigfeit gibt, 
fa mu^ man fdjreiben 

M*— «ft 1 



X = A.r 



Auc 



§at man nämlic^ einen erflen angenäljerten SöertI) üou x 

mit §ülfe beS Sfu8bru(f8 Aa? ^^^ beret^nct, fo fnbflituirt 

man bcnfelben auf ber rechten ®eite biefer ©feic^nng, um 
ein no(i^ genaueres 9lefultat ju erhalten- Siiefer jmeite 
Söert^ uon x fann nc^mals fubflituirt n^erben, imi mieber 
ein genaueres Slefuftat ju geben. 

§,558. 3n ben §§. 553 2C. würbe bie SSorauSfefeung 
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flemat^t, 5ie SBcränbcrlic^e o? wac^fc mit coiiflanten S)i|ferens 
jen, über bie 3a^fen .5cr gegebenen Steige [eien biirc^ gleite 
SnterüiilTe uon einanber getrennt. SWan fann inbeffen a\x6) 
in benjenigen Sftllen, mi? biefe fBcbiiignng nic^t erfüllt icirb, 
eine SnterpoIationSformel anffleden, welche bem 9fn8brncfe 
für ux im §. 553 ä^nridj ifl. ®efct man nämfit^ in biefen ?fn0^ 
brucf für Amo, A»8o, AHio, jc. bie SBert^e anö §. 523, fo »irb 

ober mt^ 

Xiefe Ofeid^nng üerwanbett fxä) für a?=0 in ii»==tio5 
für 0? = Aa? in «« == tij j für a? = 2Aa? in ii« = «a i für 
X = 3A2? in ux = thr unb fo fort. !Der 9f nöbmtf befielt 
au8 ben auf einanber fo(gejtiben ©liebern uo, ui, th, th, 
lt., t?on benen jebeö eine ganje rationale Function ber 
SJeränberlic^en a? jum Soejficienten ^at, unb biefe Functionen 
befifcen bie Sigenfdjaft, baf fte pd| auf bie (ginöeit rebuciren, 
totnn man für x benjenigcn SBertt; fefet^ welliger bem ent^ 
fprec^enben ©liebe juge[;ört} bagegen ju ?Ruff werben, wenn 
man für x einen SBert^ fefct, ber irgenb einem anberen 
©liebe jugeljört. 



fint$tpoMi0n$foxmtln. 
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SQiS mmi nun unter btx SSorauSfe^ung, baß bie SSert^ 
Den X nit^t me^r in gfcidien SntcrDaden, fonbern DoUfüm- 
men »iOfUrnc^ rvad)\tn, einen Sfudbrud fttr Uz 6i(ben, fo 
benfe man jic^ unter xo, Xi, x^, x^, jc. bie SBert^e t)on x, 
xot\i)t, in bie Function u fubf^ituirt, refp. geben tio, ^\, ^, 
us,ti. aJlan erhält fobann augenfc^einfit^ einen ?ru8brurf, totU 
d)tx biefefbe ßiflenfc^aft bePfct tüie tjor^in, mennmanfc^reibt: 

{X — a?,)(j7 —X^HX —X^)(X --J?4) ' 



Uz 



Uo 

-+- clj ■■ 

, . (jr >-a:^^)(g? -^XiKx — JTaXa? —3:4 ). 

"■ ' (^a-^o)(^a-^i)(^a-^s)(^a— ^4)- 
{X —Xq){x --a7|)(J7 — jr,)(i7 —-574). 



(a?3 — J?q) (a7j — X^{X^ — ^2) (^3 — ^4) • 



+ »3 

S)iefe fjormef, welche ßagrange gegeben \)Ci\, fann jur 
S5ere4)uung befiebiger jnjifc^enfiegenben SBertfje ber Function 
u bienen, »enn eine geiuiffe Änjal;! tjon 3Bertr;en biefer 
Function gegeben ifi, bie befiimmten SBertf;en t)on x ent= 
fpre^en. @ö läßt ^\ij übrigens bereifen, la^, wenn bie 
SBert^e xq, a?„ a?j, x^, 2c. eine aritt^metifc^e ^rogreffion 
bilben, bicfe Sormef lieber mit ber vorigen ibentifd^ wirb. 

§. 559. gine ber ^auptfät^Iit^flen Sfnwenbungen ber 
^nterpolationSmet^oben befielt in ber ©erflellung Don Sfor» 
mein, welche, auö ben 9lefultaten einer gewiffen Sfnja^I Dbu 
SSeobat^tungen ober 85erfu(!^en berDorgegangen, wie ber an* 
genäherte Sfu6brurf beS ®efefee8 einer ©rfc^einung angefeuert 
werben fönnen. ©oli^ Sormeln bürfen in ber Siegel nitljt 
über biejenigen ©ränjen au8gebe^nt werben, jwife^en benen 
bie erhaltenen giefuttate eingefc^loffen liegen. SBenn man 
bie 3a^(en, welche bie Öeobai^tung liefert, wie Dottfommen 
genau anfe^en barf, unb eine gormel ^erpelfen will, bie' bie- 
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fen 3rt^fen ©enüßc leiflet, fo gelnnflt mau baju unmittelbar 
burt^ ba8 bisher au8 einanber gefegte SBerfa^ren. 9Jiau 
frtuu auc^ t>erfuc^eu, bicfeu Batjtfu burt^ anbete 9luSbrfufe 
©cnftge ju leiflen, welche fic^ metjr ber 9latur ber beobad^s 
tctcu Srfdjeinung anft^Iie^en. ?f6er in ber Siegel ftnb bie 
numerifc^en fftcfultate mit get)fcru behaftet, unb eö roürbe 
nufeloS fein, wollte man fjermeln conftruiren, welcbe mit 
allen 3a^ten genau jufammenftimmten. 9Jlan fu4t Dielme^r 
in fold^en Sötten biefe fftefuftate juußr burt^ eine regel* 
mäßigere Steitje ju erfefeen, waS entn?eber burc^ eine gra» 
p^ifd^e Sonftruction gefcftel^en fann, ober ani) baburc^, ba^ 
man mit a\lm 3a^Ien 9fenberungen üornknmt, toelt^e i^re 
S)ifferenien üon ben tjerfc^iebenen Drbnungen unter ein ein^ 
fac^eS Oefefe bringen., 9fenberungen biefer 9frt bleiben immer 
me^r ober weniger wittfürli^, unb muffen Siegeln befolgen, 
ttjelti^e au8 ber SSBa^rft^einlid^feitSred^nung berüorgel^en. *) 

§. 560. 35ie numerifc^en fftet^nungen jur STuöffil^rung 
ber Slectificatiünen, ber Quabraturen, ber Kubaturen, jür 
93efHmmung fccrSc^ttierpunfte, berSrägl^eitSmomenteacföns 
neu immer auf bie9öertt;bef}immung beflimmterSutegrale wie 

udx 
a « 

jurütfgefü^rt »erben, tüo u eine Function tjon x bebeutet, 
unb a unb h bie Oränjen bea 3ntegral6 fmb. SEBenn biefe 
SBert^beflimmung ni^t birect ausgeführt werben fann , fo 
bebient man ftt^ üerfc^iebener 9läberung6met^oben, welche im 
SBefentlicben barauf ausgeben , ben«,9!ßert^ bed 3ntegral0 
aua ber bloßen itenntniß einer geiriffen ?fnja^l )oo\\ aSert&en 
ber Function w I;erjuleiten. ^an benfe ji(^ x to\% bie 
9Ibfciffe unb u wie bie bauen abhängige Drbinote einer 

*) !£)ie SO^rt^obe ber fletnjfrn Ouabrate giM ^trrüber tpeitrren ^uffi^Iuf . 



/: 
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ebenen Surüe^ 5ie in 8lebe fle^enben Slä^erungSmet^oben 
fönnen fobann angefe^en werben wie 2Jlet^oben jur onge^ 
näherten Sfu8fü§rung Don Qunbraturen. 

a5ie obigen 3nterpoIation8formeIn führen unmittelbar ju 
einer Släl^erungSmet^obe t?on ber angejeigten ?frt. 9Jlan neunte 
wieber an, bie Seränberfici^e x wac^fe um bie conflante Diffe^ 
renj tkx, unb fe^re ju htm 9fu8bnufe für Ux m §. 553 jurüdf 

SSermöge ber SfuffaffungSWeife, welche bem Snterpoliren jum 
®runbe liegt, betrad^tet man biefe Sormel wie bie 'S)ax^zU 
lung aller SGBertl^e ber Function u, nic^t allein für bie 
SEBert^e 0, Aa?, 2Aic, 3Aa?, 2C. t)on x, fonbern für jeben be* 
liebigen SBert^ biefer aSeränberlic^en. SJlurtipIicirt man affo 
mit dx unb integrirt jwifd^en ben (Sränjen a unb h, fo 
erl^ält man ben SBertl^ beS vorgelegten Sntegralö. 
S)er üorfle^enbe SfuSbruä ifl gleid^bebeutenb mit 

"^LvAjry Aj^J 1.2 

_|_24£l _^^!H» 
' As J 1.2.3.4.6 

+ 2C. 
Slauier, 5)iff.- unb Snteövdr. IL 33anb. 17 



/. 



L 
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ajlultiplicirt man mit da?, unb integrirt üon op = bid 
j? = ^x, fo fommt 

Ittfep «=s Aar [flo + i Atlo — i'ä A'*^ + 2*4 ^*''» "~ V^ ^*"o 


ale Sfu§bru(f föt ben SGBert^ beö erfkn Steile be6 gegebenen 
SntegralS, tüel^er jroifc^en ben ©ränjen unb Aj? enthalten 
ip. S)iefelbe gormel gibt bie 9fu8brü Je ber folgenben Steile 
biefeS 3ntegra(d, ttenn man Ui, u^, Us, tu an bie @telle 
tjon «0 fefet. 9Jlan erhalt alfo 

+ |(A «o+A Mi+A u,4- +A ««-i) 

-tVCAX+A^H AHi,4- +A»««-i) 

+T4(A'wo+A'tti+A%a-f- '. +A»u.-i) 

unb n?enn man beac^tet^ ba^ 

A tio-f A ti, +Aiia-f- + A 11,-1= w,— «0, 

A%o -j- A*«i + A^iij 4- + A^Mn-t = A ti« — A «0, 

A»Uo -f AHii + A»«ia -I- + A»«!.- 1 = A«tt„ — A%, 

fo üertüanbett ^^ ber Dorige 9(u6brurf in 



flAor 




/ 



flAjr 

udx== 





iWo+tti+Wa+tl3+ +fl„_l-fltln 

Aj7|_Jj(Ati,-Atio)+ ^^^ (A»ii,-AHi„)-V2l>(A'«-~A»iio) 
f ilo(A^- ~ A%)-^ J-||^(A*ii„ - A*iio)+2C, 

SDlit C^ülfe biefcr ?5ormeI fann man bm SBerll) bee 3ns= 
tegrale Judo; jWifc^en gegebenen ©ranjen bereci^nen, inbem 
man ba8 Suteroall biefer ©ränjen in n gleiche Steile t^eift, 



von ^enen ieber Qltxi) Aj? ijl, uni 5ic SEBert^e «o, «i; u», 
ws, . . . . w» ber Function ti 6e|limmt, treidle bcii Ä^eilungös: 
fünften entfprec^en. ©in erficr 9ia]^erunfl8tDert^ wirb burc^ 
bae erjle ®lieb ber gnttoidfelung bargeflellt 

^ (i «0 + tti + «a + «8 + + «^-i + T ««)• 

35a8fclbe bebeutet ben Sn^alt einer ^l&i)t, M\ä)t patt ber 
ßurtje, beren Drbinate u ifl, ein ©l;flem tn?n geraben ßinien 
}ur fBegränjung ^at, bie bie gnbpunfte je jweier benac^s 
barten unter ben Drbinaten u^, Ui, «,, «s, tt. uerbinben. 
3)ie forgenben ©lieber bilben bie Sorrection biefeö ©ertl^S. 
3ene8 JRefuItat wirb affo beflo genauer fein, je größer bie 
3rt^r n angenommen wirb, b. ^. je ffeiner bie CDifferenjen 
»erben, weld^e in bem ßonfctionögliebe entfjaften Pnb. 

§. 561. (Die vorige Sormel fann nur bann mit Sinken 
ongewanbt werben, wenn bie ©ifferenjen ber auf einanber 
folgenben Drbnungen rafc^ genug abnehmen. 68 ffißt fit^ 
jebot!^ eine anbere Formel ^erfleffen, weld^e eine noS) fc^neHere 
9fnnä§erung liefert. SBenn man nämlic^ btn Rurigen ?fu8* 
brutf för Ux wieber mit dx multiplicirt , unb fobann üon 
a? =Ä bis üJ == 2Aa? integrirt, fo lommt 

üdx^^x [2tio + 2Aiio 4- i A*i#o — Vo ^*^ 


ober weil Am© = «i -*- «o unb Ai»iio = ^%.^ ^i + uo \% 

als STuSbruJ für ben erjien S^eil be8 SntegrafS jwif^en 
ben ©ranjen unb 2Aa?. 35ur(^ 58ereiuigung ber ä^nlic^en 
9fu8brüÄe für bie fofgenben Steile be8 3ntegral8 jwift^en 
2Aa? unb 4Aa;, 4Ai7 unb 6Aa7, u. erhält man, wenn n atS 
gerabe 3a§I DorauSgefefet wirb, 

17* 



/•2AiF r 

I tMfa7=A:r| 
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^ 
T 



+ rö (A«Mo+A5tta+A««/4+--+A'fi«_«4-A'w»-*4- A'w«-i 
— TWö(A%+A*W2+A«M4 -h..+A«u,i-6+A«M,-4 + A««i.~s 

3)ie erfle 9teiC;e in biefem ^ndbrude^ tiämlic^ 

-y (iio+4w, +2«, + 4tts4-2ii4 + ... +2fi»-t4-4«^-i-H'»)/ 

fiefft btn Su^alt berjenigen Släii^e bar, tcdä^t man erfeält, 
trenn man in bem SntetDalle }ttifc^en unb 2Aa7 ßatt ber 
6urDe, beren Drbinate u ifl, ben Sogen einer ^arabel an 
bie (Stelle fc^t, welcher bnr^ bie ©ubpunite ber brei Drbv= 
naten Uo, ^i, ^% fielet 5 unb ebenfo in ben übrigen 3nter* 
tioXivx. *) S)ie folgcnben ©lieber bilben bie ßorrection biefeö 
SEBert^eö; ber f(i^on fel^r angenähert ifi. 

aJlan teirb bemerifen, baf ber (Sebrau^ ber Dorfle^en:= 
ben Sormeln bie Äenntni^ ber SBertl^c Un-{-i, Un-fv <'»+^ ^^ 
ber Function u forbert, melci^e auferl^afb ber ©ränjen beö 
bejHmmten Sntegralö liegen. SBenn bie Function u in i^ret 
ganjen ?fu8be]^nung gegeben ip, fo ^at biefer Umfianb feine 
weiteren ©t^mierigfeiten jur Splge. §fber e8 Derl^ält ^ä) 
ttic^t me^r fo, n^enn, wie e9 juwcilen Dorfommt, biefe Uunc« 
tion nur innerl^alb ber Oränjcn beö bepimmten 3ntegtal8 
gegeben ifl. 3n einem folc^en galle ^at man ju bead^ten, 
ba^ baQ SCBefen ber 3nterpolation8met^oben barin befielt, 

*) 3)te8 t{! bie befannte Stmpfon'fi^e ^oxmtl jur angenäherten glätten« 
bere(^nung. ST^an gebraucht biefelbe überall, ido bie S^ä^erungö« 
formel M borigen Paragraphen, welche eine SSerbtnbung ber d^nb« 
ipunftt ber einjelnen Orbinaten bur^ gerabe Sinien borauöfe^t, 
feine ^inreit^enbe (Denautg(eit gibt. 
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ba^ man b\t üorgefegte Function bnxd) bxt gegebenen bt^ 
fonberen SBert^e Wo, «i, u^, . . . . Un wie üottfommen 6e:= 
fiimmt anfeilen muf. 9lun ifl bie f)bd)\it Differenj, wel^e 
man üermitteip biefer SBert^e berechnen fann, bie Xlfferenj 
A"fio } man n?irb alfo biefe ©ifferenj afs conjtant bctrad^ten 
unb baxaw^ bxt folgenben ©lieber, beren man für bie in 
Äebe fie^enben fjormeln bebarf, befHmmen. 



XUL Sittien non glei^ent ftinean unb tinien bt$ ftüOftm 

%tfM$ anf gegelbetten gl&c^f n. 



§. 562. Snan benle {it^ bie fünfte einer 9l&i)t anf 
brei re^tnoinHifle ßoorbinaten a?, y, ä bejogen. !Die Sfbfcijfen 
a;, y feien ^ori}ontaI, bie Drbinate z üertifaL X)ie ©efialt 
ber ^IMjt \oxxb fobann burc^ bie ©letd^ung gegeben 

SBenn man ben Sfbfciffen x unb y bxt unenblic^ Heilten an- 
nahmen dx unb dy ert^eilt, fo mirb bie Drbinate z gleit^^^ 
fall6 eine unenbrit^ Keine 3una^me ert;alten, welche auöge^ 
brütft Wirb burd^ 

wo^unb^ refp. bie partieffen ©ifffrentialDerljältniffe 

ber Function fix, y) in SSejug auf x unb y bebeuten. 

S)er Söerti^ \>ondz ^ängt üon bem aSer^SItnijfe ab, welkes 
man {Wifd^en ben n}i(Itttrli^en SCenberungen dx unb dy 
fejtgepent f)at il&tnn biefes ©er^ältni^ bon ber ?frt ifl, 
baß man §at </2 = 0, b. f). tctnn man ^at 
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dz 



fo gelangt man auf 5er gegebenen %U6)t t)on einem fünfte 
ju einem anberen, o^ne baß bie Drbinate z i^ren SBert^ 
änbert ®ie ücrftetjenbe ©leit^ung if} alfo bie S)if erentiat- 
gleit^ung ber $orijontaIproiection einer 8inie t?on gleise 
ä)tm Sliütau, melt^e burt^ einen ^unft ber t!fä(^e gelegt 
ip, beffen Soorbinaten x, y, z jinb, 

ajian erhält bie ©leic^ung biefer ^rojection in enblid^er 
Sonn, wenn man für z in ber ©feic^ung z = f(x, y) einen 
confJanten fiSkrt^ ffefet, gUt^ fcer Drbinate beejenigen fünfte, 
burt^ wellten man bie 8inie bon gleid^em S^liüeau legen mitt. 

§. 563. SBenn man tion einem fünfte ber gegebenen 
glätte, bejftn (Sootbinaten jlnb x, y, z, ju einem anbern 
fünfte berfelbcn übergebt, bejfen ©ootbinatcn finbir+ifeF, 
j -f- %/ Ä + cfe/ f^ burd^Iäuft maft in ber ^otijontalebene 

xy einen SBcg dxyl-^-f ^ J , unb fleigt in Dertifalem 

©inne um beu SBeg dz. S)er Sfbfall ber auf ber Släc^e 
burii^laufenen ßinie, b. f). ber Unterfc^ieb im 5Riueau i^rer 
beiben ©nbpunfte biuibirt burii^ bie Sänge i^rer ©orijontaU 
projection, mirb alfo auögebrildft bnxä) 

rf« , j^ ife , dz ^ dzdy 

dx ' «f tt ^ , dx* du dx 

^ ober 



S)ie Oröpe biefeö äCbfattö änbert fic^ mit bem wiOfür:^ 
lii^en SSer^ältnif ^. SBia man bie 8li(^tung beö pärffien 
SIbfalls fennen lernen, fo tjat man ba6 S^ifferentialüer^ält- 
niß be6 üorfte^enben Sfußbrutfa, in Sejug auf ^ aU aSer«^ 
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änberlii^e geitommeii; qUH) 9lvtU ju fe^en. SJlan erhält 
baburc^ 

ät dz dy ^ ^ ^ dy dy 
dy dx dx ' dx dz 

~dx 

als S)iff erentialglei^ung ber ^orijontalprojection einer 8 i n i e 
bed f^ärfflen abfalle ober^ »ad baefelbe fogen würbe, 
ber PärffJen SfnPeigung. iDiefe ßinle fieUt bvx SBefl bar, 
loelt^cn ein fattenber Äörper, fic^ felbfl überlaffen, auf ber 
flegebenen Släc^e jurüdffegt Sfud^ erfennt man leidet in 
Serbinbung mit bem Dorigen Paragraphen, ba^ für jeben 
^unft ber gegebenen 9Iä^e bie ^orijontalprojectionen ber 
Sinie Don gleichem 9tit)eau unb ber Sinie bed flfirffien Vb^ 
falls, meldte ^i) in biefem fünfte burd^ft^neiben, unb mit^ 
l^in au^ biefe ginien fclbfl, immer auf einanber red^twinflig 
{le^en, wie {ic^ flbrigend auc^ birect jeigen lä^t. 

§« 564. !Die S3etra(^tung ber Sinien Don gleichem 
Sftiüeau unb ber ßinien beS ftärffien Sfbfaffs pnbet Sfnwen«» 
bung bei ber grap^ifc^en ÜDarfiedung ber (Srboberfläc^e *), 
fo wie bei ber Anlegung ber @trapen unb ber i^anäle. 3)ie 
Oberfläche ber @rbe jeigt abwec^felnb 3(bfälle nac^ entgegen«» 
gefegten ©eiten, auf benen jtc^ ©^flerae Don ßinien beö 
fiärfflen Sfbfaas angeben laffen, welche burt^ ßinien Don 
geringem Sfbfall Don einanber getrennt werben. S)iefe U^ 
teren jlnb entweber ©ergrü Jen ober ©erfltbäler, unb bilben 
bie ^f^mptoten ber geW()^nlt(^en ßinien beS {iäcfflen ^b^ 
faSd. SSenn man eine beflimmte ßinie Don g(ei(^m 9liDeau 
burt^Iäuft, fo ^abcn atte fünfte/ in betten fie Don ben ßinien 
ber aSergrüden unb ber ©ergtbäfer gefc^nitten wirb , bie 

*) $)tf betannten ^rt^oben be« ©ergjeic^nm« bei topOflMp^iWen 
Vufna^men beru^rn aactn auf ber grap^ifd^vn a>arf)caung btefcr 
bttbeti Urtni bon Stnirn. 
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eigenfc^aft, &a| bafelbfl berVbfaD ein aRinimum i^. ffufec:^ 
htm gibt ed brmrrfrndmrrt^e fünfte, in tenen tte £tnicii 
(er Sergrfiden unb ber 93ergt]^a[er fi(!^ unter reiften fEBin^ 
fein [(^neiben, unb jugleid^ bie oertifale Orbinate ber Slac^e 
ein abfblute6 ober ein relattDed SRapinum ober aRinimum 
ifl. (Die festeren oon biefen fünften, n}0 ber ©ebirgdjug 
einen ©attel bilbet, jeigen bie @teDen an, nai) benen man 
ben 8auf ber ©trafen ober Kanäle ritzten muf , toenn ee 
fld^ barum ^anbelt eine ©ergfette ju bur^f(!^neiben. 
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§. 565. Die Krümmung einer Suroe ijl befannt, ^o^ 
halb man ben §albmeffer beö ^rflmmungSfreifeS befKmmt 
^at, b. f). beejenigen ^reifeö, »elc^er mit ber 6urDe eine 
©erü^ung ber jttjeiten Drbnung eingebt. 3)ie Krümmung 
einer gfäc^e tjl greit^fatts befannt, romn man ben ^albmeffer 
beS Ärümmungafreifeö in jebem ber Slormalft^nitte angeben 
fann, welche burc^ einen ^Junft ber Släti^e gelegt werben 
Wnnen. 

SBenn man btirc^ bie ?Rormare eineö ^unftö w einer 
Släc^e eine gbene legt, fo erhält man eine ©t^nittlinie, 
treft^e ein fflormalfdjnitt ber gfäc^e genannt werben 
fann. ®enft man fli^ ferner auf ber Sflormale einen }Weis= 
ten ^unft angenommen, roeld^e t)on bem fünfte m ben \m^ 
tnbliä) ffcinen §fbfianb 8 beflfet, unb legt bur^ benfelberi 
eine gbene rec^ttoinf fig inx 9lormaIe , fo erhält man eine 
neue (S^nittlinie, welche mä) Dupin bm Slamen ber in bis: 
catorifd^en 8inie fü^rt, toeil bie SSefc^affen^eit biefer 
ßinie, wie fu^ fogleic^ jeigen wirb, auf bie ©eflalt ber ^l&djt 
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in btt m^ bed ^^unfted m [(^ließen Uft fBeseic^net man 
üterbieö mit ben unenblic^ f feinen Sogen, wertfter jhjift^en 
bem fünfte m unb bemjenigen «punfte enthalten ifi, »0 ber 
Slormalfd^nitt bie inbicatorifc^e ßinie ttijft, unb nennt q ben 
Ärümmunga^ölbmeffer biefes 9lonnaIf^nitt8, fo ^at man 

ö = 9 arc cos Q —1^ = 9]/^ , 
unb baraud 

a)ie ÄrümmungS^albmeffer ber oetf^iebenen 9lvxmaU 
fc^nitte pnb alfo proportional ben Quabraten ber Sögen 
biefer @d^nitte, t)om fünfte m bid an bie inbtcatorifd^e Sinie 
gerechnet) ober menn man koiD, ben Quabraten ber falben 
^iameter ber inbicatorif(]^en ßinie; mel^e t7on bm correfpous^ 
birenben Sögen nur um eine unenblic^ Heine ®röße ber 
Streiten Drbnung üerf^ieben jlnb, 

§. 566. S)ie Sage be8 fünftes m werbe burc^ bie 
ßoorbinaten a?, y, z auf brei rec^troinflige 9f d^fen bejogen, 
unb ed fei 

Ä = f{x, y) 

bie @^Ieic^ung ber gegebenen 9Iä(^e. SJlan bejeic^ne ferner 
mit x-\-a, y+Pf *+V l^i^ (Soorbinaten beö fünfte, in 
loelii^em ber 9lormalf(^nitt unb bie inbicatorifc^e Sinie ein:» 
anber treffen, !Da a unb ß fe^r Hein jlnb, fo fann man 
t^re ^otenjen unb ^xobwtXt im SSergleii^ mit btn ^ty^ 
tenjen unb ^robucten Don einer niebrigern Drbnung üer* 
nad^rsfpgen. UeberbicS ^at man na^ ber?formeI beS §. 138 

toofiir man einfädlet fc^reiben tnnn 

V = pa + jß + i (m« + 2*aß + «ß«)/ (b) 
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infcem man jur «rbfürjung mit p unb q bie iBifferentiafc 
Derfjältniffc bcr erflen Drbmmg -^ unb ^, unb mit r, s, t 

bif DtfferentialDerI)äItniffe ber jtreitcn !Drbnung ^ , ^^- , 

^— bejdc^net. SJlan fann a, ß, y wie Soorbinatcn anfe^en, 

melti^e Dom fünfte m.au8 auf 5fc^fen gejault mcrben, bie 
ben 9f(^fcn ber o?, ber y unb ber z paraHef jinb. S)ie ©lei:^ 
d)ung (b) mu^, in einer fe^r geringen SfuSbeljnung um 
bicfen ^^unft, mie bie Siarfiettung ber gegebenen gläc^e 
fclbjl aitgtfe^eti tüerben. 

3)ie ©leic^ung ber berü^renben ®bene im fünfte « 
ber gegebenen Stäche ijl nat!^ §. 217 

V = pa + yß. (c) 

Sülglic^ mup bie (ibzwt ber iubicatorifc^en Binie, tüel(^e 
paraflef mit ber berü^renben Ebene in bem STbflanbe 8, in 
ber {Richtung ber^lormale gemeffen^ ober in bem Sfbflanbe 

8V^+f*+l/ i" ^^^ Slic^tung ber Sfd^fe ber ä gemeffen, 
gelegt toorben ifl, jur ©leic^ung l^aben 

y — 8 |/p*+?*+l = pa + jfß. (d) 

©liminirt man enblic^ y au8 ben ®Iei(^ungen (b) unb 
(d), fo ifl b<i8 Slefultat biefer «Umination, nämlidj 

28Kp'+?'+l = ra» + 2Äaß -f t^\ (e) 

augenfc^einlic^ bie ©(eid^ung ber ^rojection ber inbicatori^ 
\ijzn ßinif auf bie (gbene aß. äJian fie^t barau8, ba^ ber 
^Tbflanb 8 unenb(i(i^ f(ein Don ber jmeiten Orbnung \% 
»ä^renb a unb ß unenbfic^ Hein Don ber erpen Drbnung 
finb. 

§. 567. gjtan ^at ferner 

ö» = a> + ß» + y^ (f) 
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ober tvenn man für y feinen 9Bett^ au0 5er ®(eii!^ung (b) 
fe|t nnb nur ©rö^en ber {weiten Orbnung im fiSergleld^ 
mit a unb ß beibehält, 

fl« = (1 + p2) «2 ^ 2pyaß + (1 + y») ß». 
?fffo üerttjanbcft ft^ bcr Sfuöbrutf (a) für bcn Ärümmungö- 
ßnlbmeffer, inbem mnn für ö» biefcn SBert^, unb für 28 
ben SBert^ auö ber ©fei^ung (e) an bic ©tctte fefct, in 

^iefe Sormel gibt ben ^rflmmungSl^albmejfer eined be^ 

Ilebigen 9flormalf(^nitt8, fobalb man ba^ aSer^aitniß ^ fejl»» 

ge{}eOt l^at, b. h. bie ^rojection ber Sangente, wel^e im 
fünfte m an biefen Slormafft^nitt gelegt werben Fann, 
auf bie Sbene xy. 

§. 568. aSon einem Slormalft^nitte jum anbern änbert 
flc^ bcr ÄrümmungS^albmeffcr proportional ben Ouabraten 
ber falben X)iameter ber inbicatorifc^en Sinie. X^iefeßinie, 
beren ^rojection auf bie Sbene an^ burc^ bie ®Ui6)\ix\Q (e) 
oom jtneiten ®rabe gegeben wirb, liegt immer f^mmetrifc^ in 
85ejug auf ben ^unft m, unb bie 2Jlapmums: unb SJlis 
nimumwert^e bea ÄrümmungS^albmefferS*) entfpreti^en au* 
flenf(^einli(^ i^ren rec^twinffigen 3)iametern. Um biefetben 
auf mbglid^fl einfache Sßeife ju finben, bemerle man, ba$ 
man bmä) Differentiation ber ©leid^ungcn (d) unb (e), 
benen bie Goorbinatcn ber fünfte ber inbicatorifäien Sinie 
immer ®enüge leifhn muffen, erhält 

dy = pda -|- ?rfß? 
= (ra + «ß) da + (*a + fß) rfß. 

*) 3« ^<«n befottberen gone, wo bie inbicatorifd^e ginie fiit itrei« 
mttb, wie j. SB. in iebem ^mttt einer 5lugelflä<4e, jtnbet offenbar 
ein gj^arimum ober 9)^inimum be« StrümmungS^albmelferS ni((|t 
flau (m. f. {. 57^. 
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Serner menn 9 unb folglich au(^ ein anartmum ober ein 
anininmm koerben foll^ fo l^at man t^ermöge ber^leic^ung (f) 

= ada + prfß + yrfy, 
ober Wegen be8 Dorflc^cnben SBert^eS uon dy 

= (a + py) rfct + (ß + ?y) d^ß. 
SRit^in wirb 

«+pif _ ß+gy ^ «(ct+PY)+ß(ß+yY) 

Sflun ifl bie Tefete Don biefen btei ©rbßen genau ber 
$»eite Sartor beö Sfuöbrudö (g) für ben ÄrilmmungS^alb? 
meffer 9. ffiejeid^net man alfo mit R ben SJlajrimum- ober 
aninimummert^ be6 ^rümmungd^albmeferd, unb fe^t jur 
«tfürjung 

fo fann man ft^reiben 



(h) 



ober au(^ 

Z(ro + »ß) = (1 4-P») « + P?P( 
Z(«a + «ß)=pja + (l+j»)ß' 

SOtdn erhält batauS erflenS burt^ @(imituition Don Z 

-[(i-H'')«-fr]«M-[{i+?*)'--{i-b')/]«ß+[(i-H')«-p«']ß*==0/ 

unb bie Sfupfunfl bitfer ©Itic^ung ö»6t 

1 ^ -[(i4-g«)r-(i+p«)q+Vjy . ... 

o 2[(l-|-j»),_pj/j ' u 

tvenn man jut ^füt^ung fe^t 

i(r=[(l-H»)r-(l-|^»)<lH-4[(l-j-p')»-p«r][(l-H»)»-M0 
ober was auf baSfelbe §inau8fommt 



ttie P(^ leii^t nac^treifen läßt. 

ajlan crf;ait jtücittna aua ben ©fci^unocn (h) bnxi) 
6Iimination üon a unb ß 

unb baxaxiQ mit 9lü Jfit^t auf Ä = Z Kp^+j'^+l, 

WO 2^ bic üorige ©ebcutung ^at 

^ie 6eiben in bcr Sormel (i) enthaltenen SBerttje 6f* 
feeuten bie trigonomctrifti^en Sangenten ber SBinfel, welt^e 
bie ^rojectionen ber rec^tminffigen 35iameter ber inbieato» 
rifc^en Slnie, ober anä) bie ^^rojectioflen ber S)urc^fc^nitt8Ä 
linien ber berü^renben (Sbtm ber Sfä^e mit benjenigen 
Slormalebenen, welche ben größten unb ben ffeinflen Sixüm^ 
mungS^afbmeffer in flc^ enthalten, auf bie gbene opy mit 
ber Sfc^fe ber x einfi^Iießen, 3)ie beiben burc^ bie tjormel 
(k) gegebenen SBert^e gehören biefen Ärümmung8^afbmeffern 
felbp an, unb werben bie §auj?tttjertbe beö Ärüm^ 
mungS^albmefferö genannt 

2Jlan fann no^ bemerfen, baf bie Sormeln (i) unb 
(k) immer reelle SBertf;e geben j benn man ^at ibenttfd^ 

j (1+P')[( 1 +P')t- ( 1 +q')r]+ipq[pqr-a+p*)s] j » 

folglich ip bie üor^tn mit ^ bejeid^nete @röße Pet9 pofttiü. 
§. 569. ®er SBert^ be8 trümmunga^albmeffera eines 
beliebigen 9lormalf(^nitt9 läßt fxä) \tf)x einfach birrt^ bie 
beiben §auptrüertl^e be9 ÄrümmungS^albmeffera auabrütfen* 
SJlan benfe ftd^ nämlic^ bie Sage ber ßoorbinatenebenen fo 
geänbert, ba^ bie Sbtne xy parallel mit ber berü^reuben 
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@6fne tiHT^ tctli)t man im fünfte m an bvt Qt^tf>tnt 
Städte gefegt ^at @obann wirb fftr biefen ^unlt p=0 
unb q=^0, unb bie ©leic^ung (e), meldte ber inbicato^ 
rifi^en ßinie angehört, Derwanbelt [lä) in 

28 = ra« + 2«aß + ^». 

SBeim man ferner bie?fc^fen ber x unb bery fo legt, baf 
fie mit ben rec^twinffigen S)iametern ber inbicatorifc^en Sinie 
jufammenfallen, fo folgt auö biefer ®[ei(^ung, ba^ man 
^abtn wirb «=0. @e|t man alfo p = 0, ^=0 unb $=0, 
fo ^at man bie nöt^igenSebingungen aufgeteilt, bamttble 
66enen xz unb yz mit ben (Sbenen ber ?lormaIfd^nitte ju* 
fammenfatten, benen bie beiben §aupttt)ert^e beSÄrümmunge» 
^albmelferS angehören. 3n biefem gatte üerwanbelt fid^ ber 
?fu8bnitf (g) für ben ^rümmungS^albmeffer eines beliebigen 
Sflormalfd^nittS in 

^ ~ rä»+tß« ^ 

unb wenn man mit <p ben SBinfel beieidönet, ben bie Sbene 
biefee S^ormalfd^nittS mit ber Sbene xz einf^Iitpt, fo nimmt 
er bie ©ejlalt an 

1 

aJlan bemerfe nun iunä^p, ba^ biefer 2fu8bru(f gibt 

— = r cos (f^ -{- 1 sin cp', 

unb wenn man mit Qi ben Krümmung S^albmejf er für bm^ 
jenigen Slormalfii^nitt bejeit^net, bejfen ©bene ree^twinfU^ 
auf ber (gbene beö Slormalft^nitta jie^t, auf welchen jic^ 
ber ^rümmungSl^albmejfer q bejte^t, fo ^at man 

1 

— = r sin cp* -[- t cos (p*. 

Daraus folgt bie bemerfenSWert^e 93e}ie^ung 



b« ^. Me Summe btx umgete^rtenSSert^e öer^rümmungd^ 
^nlbmeffer^ meiere {tpei auf einanber rec^ttoinf (igen 9lormaU 
fci^nitten angehören; ifl conflant SJlan ^at alfo immer 

wenn B unb Äi bie ^anpttotrtfjt beS ÄrÜmmungS^rtlbmefs 
ferö bejeic^nen. 

Serner ergibt pi^ öu6 ber ©leii^ung beö §. 568, weld)e 
ben ?fusbrutf (k) für bie ^axxpttottifjt be8 ÄrümmungS* 
l)albmejfere gedefert 6at, ba^ man immer *^abeu mu^ 

unb folglich 

§. 670. SBenn man je^t in bem ^udbnidFe be6 Doxu 
gen Varagra|}^en 

" r cos (p'-» -f- / 810 <p* 

fomol (p = als <P = -f- ff bt fo erhält man 

r ' * / 

al6 bie $auptmert^e bei Ärömmungö^albmefferS , welt^e 
ben beiben Stormalfr^nitten angehören, bie mit ben Sbenen 
xz unb ffz }ufammenfaDen. ^araud folgt; bajf man flatt 
beS i?crigen ^u6bru*8 für q ft^reiben fann 

RRi c 2RRi 
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SJlan fennt alfo 5en SBert^ btB Äröramuiifle^al6mcffer8 
in iebcm Srtormalftj^nitte, als ?hinrtion btx btibtn ^awpU 
tt^ttti)t R unb Ri beS ^rämmunga^albmeffets , unb bed 
SBinf eis <p, »eichen biefer 9lonnoIf(^nitt mit bcm bcn $aI6* 
meffer R entl^altenben Slortnölft^nitte cinfi^ließt. 

@d folgt hieraus ; ba^ tüenn jtcei Släi^en in einem 
gegebenen fünfte einanber berühren unb juglei^ einerlei 
$au}jttoert^e beö ÄrümmungS^albmefferö bep|en, biefeglä* 
d)en fobann in bem angezeigten fünfte in jebem ©inne eine 
aSerü^rung ber jtüeiten Drbnung mit einanber eingeben, 
b. f). ba^ allen Slormalfc^nitten ber beiben %l&äitn refp. 
gleite ^rümmungö^albmeffer angehören, gerner jeigt fic^, 
ba^ in einer unenblic^ fleinen STuSbe^nung um einen befie* 
bigen ^unft m einer Städte, man prf) biefe gläd^e auf bolß^ 
pelteSBeife buri^ bie Sflotation eines Kreisbogens befc^rieben 
beuten fann, nämlic^ 1) burd^ Slotation beS größten ^rüm^^ 
mungSfreifeS um eine Sfc^fe, meiere in feiner (gbene rei^t^ 
»innig ju ber Slormale liegt unb burc^ ben ajlittelpunft beS 
fteinjlen ÄrümmungSfreifeS ge^tj 2) buri^ Slotation beS 
fteinjien ÄrümmungSftreifeS um eineSf(f)fe, meiere in feiner 
ebene rec^tminffig ju ber ^lormaFe liegt unb burt^ ben SJlitteU 
punft beS größten Ä^rümmungSfrcifeS gel^t S)ie beiben alfo bes= 
f (^riebenen glätten ^aben augenfdjeinfii^ biefelben beiben§aupt» 
wert^e beS ÄrftmmungS^albmeferS wie bie gegebene Slatfee. 
§. 571. SJIan betrachte jefet, gig. 55, einen Schnitt, 
gig. 55. rrefc^er fc^ief burd^ bie gegebene gläi^e 

geführt mirb, nämlid^ üermitterfl einer 
burt!^ bie Sangente mh beS S^ormals^ 
fd^nitts fim» , bem berÄrümmungö^albc 
meffer 9 angehört, gelegten gbene» @B 
fei omo ber 35urd^f(^nitt biefer ft^kfen 
gbcne mit ber gläd^e, unb 00 ber 
X)ur(^f(^nitt ber nämfid^en @bene mit 
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ber @6ene btx inticatottf^cti Sinie« SRit co rcerbe 5er 9Bin« 
fei ke)ei^net, bm Hz SUcrmale mf mit bem ^er|3enbtfe[ mg 
einfc^Ueft, ml^t^ man iu ber [(Riefen Sbene auf berSan^: 
gente nJk errichtet fjat @udjt man ben SSBert^ beö Ärüms^ 
mungS^albmefTerd in bem fd^iefen Schnitte amo', fo bemerfe 
man, ba^ ber Unterfc^ieb ber ßinien nf wnb og, ober ber 
©öflen «in unb mo, t>m berfelben Drbnung ifl wie ber ^b^ 
flanb mf, b* ^. unenbli(i^ flein im SSergleic^ mit biefen S3ögeu 
fetbft. äTlan -fann alfo mn für bie Sänge beS S3ogend mo 
nehmen y unb mit[)in fann ber £rümmungd^a(bmeffer bed 
((Riefen ©c^nitts omo, für meiern man nat!^ §. 565 jlnbet 

— 2 
2,mg' 

cmi) auSgebrütft n^erben bur4 

2 

f»A AA. C4MO 
-_ = Q COS (X) = « , . p . :. 

<v • — — — — — 
coso 

®iefe Formel gibt auf eine fetjr einfache SBeife ben 
Ärümmung8[;afbmejTer cineö beliebigen [(Riefen ©djnittö, bzxx 
mau in einer glä(fee I)crüorbringen fann, auSgebrüdft burc^ 
bie beibcn §auj3twert^e bc6 ^rümmungS^albmeffera, bur(^ 
ben Söinfel (p, meieren bie Sangente beS fc^iefen ©t^nittö 
mit ber @(^nittcbene cinf^Iie^t, bie ben§afbmefferÄinfi(l^ 
ent^äft, unb cnbUc^ burc^ ben SBinfel w, welcher jmift^eu 
ber Sbene beS fc^iefcn ©^nittö unb berSlormale berfjfät^e 
enttjalten ip. SDlan fteljt bcixaM fogleit^, inbem man ben 
SQinfel w jt(^ änbern fä^t, bc^^ ber geometrifc^e Ort ber 
Ärfimmungömittelpunfte nHer ©li^nitte, meft^e man burc^ 
bie gegebene Sangente einer Stäche fegen fann, ein ÄreiS ifl, 
welcher ben ÄrümmungStjalbmejfer beö Slormalfc^nittö jum 
IDurc^mejfcr ^at unb beffen Sbene auf ber gegebenen San? 
gente rei^trüinflig fieljt 35ie Äugelffäc^e bietet §ieju ein 
anfdjaulid^ed SSeifpieL 

9lat)ier, ^ff.^ unb SniegtalT. Il.Sanb. 18 
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§. 572. !Dic ben re^t»inf(igen iDirtmetcm btt inbica:? 
torifc^cn Slnie en tfpret^enben 9tormöIf(!^iifitte, fcenen bie ^anpU 
vontfjt beS JtrfimmttngS^iilbmeffrrS jugef^i^reit , Ijäbtn eine 
befonberS nierf wflrbige ©tgenf^aft. ®6 fei, Ififl. 56, iwno 
9ifl.5(>. bie in^iCiitottfc^e Sinie, m ber a)ltttel)Hitif t 
biefer ^mr>t, unb fni bie S)nt(^f(^iiitt9(inie 
einer beliebigen Storinalebene. SGBottte man 
im Ranfte n eine 9lorm(i(e An bie 9(Ac^e 
legen, fo mü^te biefe(be ju gleicher 3eit auf 
ber Stnngente beS in nn projicirten Sflors^ 
^^ * malfd^nittS, unb auf ber Sangente nZ ber 

inbicatorift^en ßinie red^twinf lig flehen. !Die ^rojection bie=j 
fer Slormafe auf bie ©bene ber inbicatorif^^en ßinie mürbe 
nlfo bießinie tik fein, meiere auf n/ ret^troinfüg flefjt, unb 
mithin fönnte bie in 9lebe fle^enbe Stormale im aBgemeinen 
uidöt mit berjenigen 9lormaIe ber glä^e jufammeutreffen, 
lüel^c burt^ ben ^unft m ge^t. Sfber bie beiben Sflorma- 
Icn werben einanber in bem befonberen ??alle trefen, weim 
bic ^rojecHon nn beS Jlcrmaffti^nittS mit einem ber beiben 
rce^tannriigen a5iameter NN unb N*N' ber inbicatorif^eu 
ßinic jufammeufSIIt. SRitbin [;aben in iebem fünfte einer 
fStSc^e bic beiben Stormaffc^nitte, benenbie^auptmert^e beö 
Ärflmmung§^albmejfer6 angeboren, Dor allen übrigen Slor- 
malfc^nitten, bie ctjaracterijlifd^e ©igenft^aft, ba^ bic 9lor:* 
male ber Stäche in biefem fünfte bie 9lormale in einem 
unenbUc^ nat;e liegenben fünfte fc^neibet, wenn mau Iefctes= 
reu in einem Jener beiben 5yiormatft^nitte angenommen ^at. 
Der 3)urt^ft^nitt6punft biefer beiben 9lcrmalen ifl augen:^ 
fc^einlic^ ber ÄrümmnUgSmittelpunft beB ©i^nittd. 

Solan fann ju biefer ©igenfc^aft auc^ auf foJgenbem 
SBege unmittelbar gelangen. 3n bem fünfte m ber gfätbe, 
bcffen ßoorbinaten a?, y, z finb, benfe man fi^ bie 5Jlür^ 
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male confhruirt, imb c8 friena?',y,Ä i)ie (Soorbinatm einr8 
beliebigen fünfte biefer Slormafe. S)ie ©leic^ttitgen ber» 
felben pnb fobann tirtc^ §. 217 

X — j;' 4" P (* — « ) == 

3)lifetentiirt man biefe ©feid^ungen in ®ejU0 auf ar, y, z, 
inbem man x, y, z wie ©onflanten anfielt, fo hjcrben bie 
erljaltenen ©leit^ungcn einer nuenblit^ na^e üegenben 8inie 
angetjören, bie ben beiben föebingungen ©enftge leiffet, ba$ 
jie eine Stormale ber fjlät^e ip «nb mit ber erflen 9lormaIe 
einen ^nnft gemein ^at. S)iefe 33ifferentiation gibt 

rfo? -(- rfp (jc — is') + pdz s=E 
dy-^dq {z— z) -|- qdz = J 

ober menn man beacj^tet, hc\^ dz=pdx-{-qdy,dp=rdx-^ 
sdy, dq=sdx-^tdy, 

(l +p«) ito+p5</y + (ritr-f «rfy)(Ä — ä') = 
pqdx + (1 + ?*)^y4- (*^ + ^»)(« — Ä ) — 0. 

©liminirt man jf|t z — jc' an6 biefen beiben Fefeten ©lei^ 
jungen, fo erhält man 

unb biefer ©lei^ung mu^ mit[;in ber SBertf) oon ~ ©enftge 

(eifkn , toütiftx ber $orijoritaI|)rojertion beqtnigen Suroe 
angehört, in ber man fid^ auf ber fjläc^e fortbewegen muf , 
tvtnn ber Siebingung ©enfige geft^el^en foff; ba^ {toei un« 
enblidie nal^e auf cinanber fotgenbe 9lorma(en in einerlei 
@bene enthalten finb. 9lun ifl aber biefe (Steigung genau 
flbereinftimmenb mit berjenigen bed §.568^ totl6)t bie bei^ 

ben aöert^e be6 SJer^ältniffee -^ gibt, bentn bie ^aupttoert^e 

18* 
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bfS ^rümmunflS^albmeffera entfptecj^en. Sfud^ ifi unmittet 
bnr ju erfeiincn, 5a^ bie beiben 5urd^ biefc ©feid^ung gcge^^ 

benen SBert^e öon^ ju jirei ßinien fle^ören, bie ft(^ unter 

re(6ten SBinf ein fc^neiben, fobalb man nämli^ toit im §. 569 
bie Sage ber Soorbinatenebenen fo änbert, ba^ bie 6benc 
icy parallel mit berjeniflen (gbene wirb, hjefc^e bie Slfic^e 
im fünfte m berührt. 3Man l^at aföbann p = unb j=0, 
unb bie Dorjte^enbe ©leic^ung rebudrt [i6) auf 

\dxj '^ 8 dx ^ 

bie beiben SBurjeln berfelben geben alfo bie triflonomftri:^ 
fc^en Sangenten jweier SBinfer, bie um einen rechten aEBin- 
fei üon einanber üerfc^ieben jtnb, b. ^. bie Slid^tungen 6er 
SurDen, benen jie angehören, flehen auf einanber red^tminflig. 

©Uminlrt maw ferner ^ ant htn beiben oben gefunbe- 

neu ®Iei(i^ungen, fo erl^ält man 

I:iefe ©leic^ung liefert, in SBerbinbung mit ben beiben ®Iei:= 
(jungen ber Slormale, bie (Soorbinaten x , y , £ bc8 ©urt^s 
f^nitt§|)unfte ber beiben auf einanber folgenben Slormalen, 
ober mit anberen SBorten beS Ärümmungamitterj^unftS. a5a 
fie oom gn^citen ®rabe ifi, fo ^at jebe biefer ßoorbinateu 
im allgemeinen jtoei SEBert^e, fo \iOi% ed auf ber nämlichen 
Slormale jtt)ei Ärümmungamittelpunfte gibt, ttelt^e refp. 
bvx burc^ bie k^orige ©leic^ung befiimmten red^tminfligen 
Siormalfc^nitten angehören. 3n »etreff ber ©rö^c beS 
ffrümmungS^albmejferS ^at man offenbar, »enn man ben- 
felben xo\t oben mit £ begeic^net, 

A 

z — JSs= — — 
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SRi^tt fUmmt bie fo eben, gefmtbene ©lett^itng mit ber^ 
jenigen bed §. 568 Oberein, aus welcher ber tfudbtuA (k) 
für bie beiben ^auptroert^e bed ^rümmungS^albmefferd 
hergeleitet tooxbtn iß. 

§. 573. Sfuö bem Sid^eriflen ergibt fic^, ba^ man Don 
lebern beliebigen fünfte einer Släd)e aud in {tvei Slic^tun« 
gen^ bie einen reiften SBinfel mit einanber einfdjiicßen, )u 
einem benöc^barten fünfte ber Stäche übergeben fann, totU 
ijti ber ©ebingnng genügt, ba^ bie 5Romiaren biefer beiben 
fünfte in einerlei @bene enthalten finb unb einanber fc^nei« 
ben. ©benfo fann man üon biefem jireiteu 5)nnfte gu einem 
britten fünfte fiberge^en, barauf ju einem Dierten n. f. f., 
inbem man immer biefefbeSebingung fefi^ält. SDlan er^Slt 
auf biefe SSSeife auf ber gegebenen Släd^e eine jufammen:? 
^ängenbe Sinie, meiere man ^rämmungdlinie genannt 
i)Cii unb bereu fßetrat^tung üon SBic^tigfeit ifi. Sür jeben 
^unft einer Stätte gibt e8 im affgemeinen jwei ^rümmungö* 
Hnien, bie {\dj in biefem fünfte unter regten SBinfeln 
fc^neiben j entfprcd^enb ben beiben Slormaffd^nitten ber grö^= 
ten unb ber fleinfien Krümmung in biefem fünfte. 3)enft 
man fu^ äffe ÄrümmungSlinien auf ber glä^e gejeic^net 
fü jertbeilen fie biefelbe in jwei ©^{leme t)on3onen, beren 
!Dur^freujung red^tminftige Siguren bilbet. 

Die üort;in gefunbene ©leidiung 

ijl bie 3)ifferentiafgfeic^ung ber ^rojection ber Ärömmungös 

ünien auf bie ®bene ay. 35a biefelbe in ©ejug auf ~ 

Dom jmeiten ®rabe ifi^ fo erhalt i^r3ntegral nad^ §. 404 
eine wifffürlit^e Sonfiante jum Cluabrat erhoben 5 unb wenn 
man biefe ßonjlante fo befKmmen mH, ba| bie ^rilmmungs- 
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IMt tmäi eiitfti QtQtbmm ^unft btt Släd^e Qtfft, fo flntet 
man jwel SBert^c, ttjcld^t refp, 5en ÄrümwunflöHnim btt 
itibtn ®9fleme angehören. 

eUminirt man r unb f mit ^ülfc btt ©Iritl^utigcn 
<fp = rdx + «rfy, dq = $dx + iiy , xmb mit Ääijtii^t fliif 
dz = pdx -]- qdy , fo nimmt 6ic üorfle^enbc ^Irit^nng fcle 
©cflöft an 

rfp (dy -\- qdz) = iff (dx + p^J^^), 

mie man äbrigend ani) unmittelbat au9 itm t)otigen ^a^ 
xagtap^jm nac^meifen fann. 

§. 574. J)ie Untcrfut^nng btx üerfc^iebmen Seflafttn, 
meiere bießutüe annehmen fann, bic benSlamcn bcrinbls: 
eatorifd^en ßinie fü^rt, ifi fe^r geeignet, ein anfc^aulit^es 
IBilb ber Derfti^iebenen SaHe ju geben, welt^e bieÄrttmmnng 
ber m&^tn barbietet. S)ie ©lei^nng (b) beS §. 566, in 
melr^er man nnr bie ©lieber ber jmeiten Drbnung in Se^^ 
jwg anf a unb ß beibel^alten ^at, nämfitb 

y == pa + yß + X (raa + 2«aß + **)/ 

fiettt eine glätte ber jweiten Drbnung barj e8 jeigt ^ä) 
mithin , baj^ eine folc^e gläi^e im affgemeinen na^ äffen 
Slici^tungen um einen gegebenen ^unft eine Serü^rung ber 
jhjeiten Orbming mit einer gegebenen glätte eingeben fann. 
S)ie gegebene giöc^e unb bie o8cuIatorif(^e ^U6)t ber jWei=^ 
ten Drbnung muffen in einer unenblic^ f leinen Sfuöbe^nung 
um ben ^unft m ate sufammenfaffenb angefe^en merben, 
fo ba^ bie inbicatorifd^e 8inie beiben gemeinfc^aftlit^ ange^ 
^rt. £)ie ®Iei(^ung ber ^rojection ber inbicatorifii^en Sinic 
auf eine ®bene, paraffel mit ber gbene an/, ifl in (e) §. 566 
gegeben. 9Jlan fann fte einfa^er fd^reiben 
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xnbm man jur «bfftrjunfl Da«28Kp'+?*+t W^ ^ 
gibt, in fBcjMfl auf ß aiifflclöpt, 

^ — «a + /!>/ — (r/ — ««) a« 
P — ; ^j . 

§. 575. SBcnn bk Function rt »» pefitiü ijl, fo ijl 
5ie in5icatoriftf|e Sinie eine ©ffipfe, un5 bie oScnlatorifc^e 
Släd^e t)er jireiten Drtnung ein (gllipfolt). ?flle 35iameter 
ter 6IIipfe finb reell, fofgli^ bie Cluabrate biefer ©iameter, 
benen bie^rütnmnnge^albmeffer ber 9lormaIf(^nitte proj}ür=^ 
tional ftnb, fämmtlic^ pofitit?. IDie .tlrfimmnngen aSer 9toT^ 
maifc^nitte {inb naif einerlei ®eite gerietet. S)ndfeibe flu« 
bet man anä) aua bem VuSbrudFe (k) bed §. 568. 

§. 576. Söenn bie fjnnction rt—$* negatiü ifl, fü 
ijl bie inbicatorifd^e Sinie eine ^^j^erbel, unb bie oaculato^ 
rifAe Stäche ber jmeiten Drbnung ein ^j^perbolpib. 3)ic 
reellen £)iameter ber ^^f^erbel ^aben pofttiDe Quabrate, ba:s 
gegen bie imaginären £)iameter negatiue Duabrate, folglich 
ftnb bie beiben ^auptfrümmungen ber fjläd^e nac^ t^erfc^ie:? 
benen leiten grric^tet^ xmb fiberl^aupt menben unter ien 
Derfc^iebenen 9lqrmalf(^nitten bie einen i^re Krümmung nat^ 
ber einen ©rite, bie anberen nai^ ber entgegengefe|ten @eite» 
a)ie ?ff^mptoten ber ^^perbel, in beren ätiü^tiing bie Ärüm^^ 
mnng glei^ 91ull ijl, trennen bie 5Rormalf(i^nitte üon eins» 
onber, welt^e i^re Krümmung refp. nat^ ber einen ober 
ber anberen @eitr toenben. 

SJlan erhält bie 9lic^tung biefer ^f^mptoten, tomi man 
ben Slenner be9 ^ndbtudd (g) im §. 567 gletc^ 9luQ fe^t 
S)ie8 gibt 

üllit^in ge^rt bie »ifferentialgfeicöung 
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ber ^iectien aUet beTjentflcn 6ittt»ti auf i>te Sbenr sf 
an, bie in 5er gegebenen ^&i)t entgolten unb mit ber@i^ 
genfc^aft begabt fmb, baj^ in i^rer Slic^tung bie Krümmung 
glei^ Statt ober ber Ärümnntngö^albmeffer unenblid^ grof ijl. 
S)ie Dijferentialgleld^nng 

dz =5= pdx -[- jrfy 

gehört gleid^mä^ig bet berU^renben &tm bet SljSc^e im 
fünfte m unb ber Sfäti^e felbfl an 3 man erhält baraud 

d^z^s=idpdx -\--dqdy, ober rf*J5=rrfa?'+2«ia?rfy-|-^y*. 

Da man nnn für bie berü^renbe ©bene f)at d»Ä=0, fo 
wirb man mithin bnrc^ ^uffhOung ber ®[ei(^ung 

rdx* + isdxdy + tdy* = 

eine fBejieljung jmifi^en rfa? unb dg feflfefeen, wtlijt ber 
35ur^ft^nittSlinte ber gegebenen gtä^e unb i§rer berübren« 
ben ©bene angehört. goIgTir^ Mm atte ?flä(^en Don ber 
in Siebe fiebenben STrt, b. t). bereit beibc ^auptfrümmungen 
nacb entgegengefe^ten Seiten gerid^tet finb, in bem betreffen« 
ben ^infte bie ©genft^aft, ba^ jte burti^ i^re berfl^renbe 
6bene längs gtt?ei ginien gefd^nitten werben, bereu Slic^tun* 
gen mit ben ?ff^mptoten ber inbicatorifd^en 8inie jufam^^ 
menfaffen. 

Der SBinIcI jmifc^en biefen €fftjmj3toten gibt jugtei^ 
ein Urt^eil über baB Sßer^ältnif ber beiben Krümmungen. 
Denn ba ba^ SBer^ältnif ber beiben Sfd^fen ber §l;j3erbel 
nuSgebrüdft mirb burc^ bie trigonometrift^e JEangcnte ber 
Hälfte biefeö SBinrelS , fo mirb baS Ser^ältni^ ber beiben 
^aüptlrert^e be8 KrümmungS^albmefferS auSgebrüift Werben 
bur(^ baa Cluabrat biefer trigonometrifc^en Sangente. 

§. 577. SBenn bie ?function rr-»» ben SBert^ gtutt 
[)at, fo rebucirt fid) ber SSert^ t>on ß im §. 574 auf 



tttib {MEt ein (3^{)nn itotm geraten Stnkn b0x, bie mit 
btt 9(d;fe 5er s einen SBtnfel einfd^Iief en, 5effen trigonomis» 

trifc^e Sangeute — y ifl. Die inbicatorifc^e ßinie toixb alfo 

^ier Don jmei paraDelen geraten Sinien gebildet , iinb bie 
o&culatorifc^e Slä^e ber {»weiten JDrbnung ifl eine g^Knber« 
f[ä(^e. 9[(Ie X)iameter ber inbicatorifd^en Sinie ftnb reeO, 
fotgli^ menbet bie f$(ä(^e ade i^re Krümmungen uac^ ber« 
felben ©eitej nur in ber Slit^tung ber in SRebe fte[;enben 
geraben ßinien ^at bie Krümmung ben SBert^ ^M. Denn 
wenn man in bem STuSbrucfe (k) beS §. 568, ttjelcber bie 
beiben §auptmert^e beS ÄrümmungS^albmefferd barfieDt, 
re — »* = fefct, fo lüirb eine SBurjel biefer (Sleid^ung 
enbltd^ unb bie anbere unenbUd^, unb beibe ^aben gtei(^e 
SBorjeic^en. 

Die (gigenfc^aft, mit einer (S^Iinberpc^e eine S3erü^ 
mng ber jmeiten Orbniuig ein}uge^en, f ommt aOen "Sl&ijtn 
ju, roelc^e ben 5Ramen abmicfelbare Släii^en führen, 
unb brüdt i^ren (S^arafter t)oDftänbig aud. Die partieUe 
Differentiolgkic^ung ber {roeiten Drbnung 

»elAe biefe Sigenf^aft barjlellt, entfpric^t aKen Släd^en 
biefer Sfrt« 

§. 578. Die beiben ffiert^e t?on R, mläft ber 9fu9^ 
brw* (k) bed §. 568 gibt, flnb einanbet gleitfe nxü> Don 
gleichem Sßorjeit^en, menn man ^at 

Diefe ©leit^ung brtttft alfo bie JBebingung au8, welche er* 
füllt fein muf , bamit bie beiben §auptioert^e bes Ärüm^^ 
mungd^albme^erS etnanber glet^ ftnb unb einerlei Sütd^titttg 
^aben. Der SfuSbrui für q im §. 570 jeigt, ba^ in bie«: 
fem 9aDe bie Jtrümmungd^olbmeffer aOer 9lormaIf[l^nitte 



nnter tinattier gleich jjmb. S)te ^uitlte einer &Uft, in 
btntn biefe (Sigent^ümhcfyfeit eintritt^ cbtt in ^nen Ue 
int)icatorif(^e Sinie ein ^reid ifl, {tn5 gemö^nlit^ befonberd 
merfmftrbig^ man ^at i6nen ben Flamen 9la&e(punlte 
(oiubüics) gegeben. 

9lae^ ber Semerfung am ©c^fuffe bes §. 568 fann 
biefe ©teic^ung nit^t befielen, wenn man ni6)t einjeln bie 
beiben ©leit^ungen ^at 

(1+?^)r-(l+p*)f = 0, 

aua benen öberbied folgt 

9Slan Fann ft(^ übrigens au(^ auferbem (eii^t ttberjeitgen, 
ba^ bie ©leic^^eit ber beiben §auptmert^e beö Krümmung©* 
^albmeffere immer bie ©jriflenj ber 35oppeIgIei(^ung 

r s t 

jnr ?foIge f)at Denn ba bie formet beS §. 570 jeigt, baf 
alöbann bie ÄrümmungS^albmeffer aller 9tormaIfcbnitte uns: 
ter einanber gleit^ ftnb, fo mnf not^menbig ba6 SSerl^ältnif 

-^ aus bem SfuSbrutfe (g) beS §. 567 üerfd)tt?inben, waö 

et 

nur unter ber angejeigten SSoranSfe^ing möglid^ ifl« 

!Z)iefe !3!)o)9peIgIei(^ung macbt bie ©feici^ung bed §. 568 

ibentifd^, Don werter ber 9fu8brudf für -^ abfängt, ober auc^, 

toaB auf baSfcIbe ^inauSfommt, bie ©leic^ung beS §. 572, 

Don tüelc^er ber 2fu8brudf für ^ abbangt, ber bie 9tic6tuu* 

gen ber ^tümmungalinien fe^eOt:; man fann mithin bar^ 
au9 in S9e}ug auf biefe Slic^tungen ntd^ts fd^Hefen. (Si 
gibt 9labef))ttnrte, burt^ welij^e nur eine einzige j^rümmun^^: 



litiie ge^t) anbett, imtii mlä)t eine i^x&nitt Vnv^l nm 
^rflmmungSünien ge^t, bie größer als {»ei ifl) entließ nod^ 
an&ere, in mel(6m nnenbU^ tnele ^rärnnrnngdlinirn ftc^ in 
aQen Slic^tungen burt^fren^en. ^ie @(^eitel ober ^ole bev 
9lotatipn6f[äc^en gehören nnter biefen legten SoO. XHe 
Unterfi^bung ber t)erf(^iebenen 9&Vit, meldte ^d) einfielen, 
rann aM ber in Stebe fle^enben ®{eic^ung felbfl, nSinlf^ 

-[(l+p»)*-.pjr] = 0, 
abgeleitet werben, inbem man Pe wieber^olt in Scjug auf 

of unb y bifferentiirt unb babei ^ al9 conflant anjie^t* Slan 

erl^äft alfo ©leic^ungen bed btitten, klierten 2c. @rabe6 in 

©ejug auf ■^, meiere bie SBertBe liefern, au8 benen bie 

magren Stiftungen ber ^rümmungdlinien erfaniit werben 
fönncn. 

S)ie itugelflftc^e i|l bie einjige Släc^e, für beren fämmt:' 
lic^e fünfte mau bie Stelation f)at 

§. 579. 3)ie beiben 9Bert^e Don R, mli)t bie Sotmel 
(k) bed §. 568 gibt, {inb ein^nber gleid^ unb t>on entgegen« 
gefeilten SSocjeid^en, toenn man ^at 

(1 ^q2y ^ 2py# + (l +p^)r=0. 

3n biefem Satte fmb bie beiben §auptfrümmungm einanber 
Qkxä) unb na^ entgegengefcfcten ©eiten geroanbt. 3)ie in^ 
bicatorifc^e ßinie iji eine gleic^feitige §^pcrbel. Sftte Störst 
malf^nitte^ welche f^metrif(^ in SSejugauf bie Sfi^fen ober 
bie ^f^mtoten biefer ^^perbel liegen, ^aben gleiche ^rüm« 
mungen. 2)ie Sinien, in beren Stic^tung bie Jtrümmung 
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9litII if!, f^neibtn fid^ unter reii^tnt 9Binfettt^ gleM^ie 5ie 
Jträmmungdlinien. 

S>ie üorfie^enbe ®Ui^\mQ fallt jttfammen mit bcr}eni^ 
gen, melt^e im §. 517 al8 SfurttudP ber Scfeittflung gefim* 
btn murbt, ba^ bcr 3n^alt ber in einem belietigen gegebes^ 
nen Umriffe ent^Itenen ffläci^e im aWtnimum fein fott. Sfffe 
?Sai^en, meldte biefer SSebInflung ©enüg« leiflen, ^öben alfo 
bie ©igenf^aft, ba^ in äffen i^ten fünften bie bciben 
§auptmcrt^e beS ^rümmunga^albmejferS einanber gfeit^ 
jinb unb entgegcngefefcte 8age l^aben. S)ie0 fnnn nic^t birect 
beriefen »erben. 

S3on ber %\ä^t, rottet ben Ort ber ^ütnmnng6mitte(punfte borftelTt. 

§. 580. 3n einer gegebenen f5Iä(i^e werbe ein ^unft 
m angenommen, unb man benfe ftc^ bie beiben Ä'rüramungSs 
linien, wel^e jic^ in biefem fünfte bur^fc^neiben, unb bie 
Sflormalebene, welche in bie Stic^tung ber einen üon biefen 
ÄrümmungSlinien fäfft. SEBenn biefe (Sbene ft^ im Staume 
ben?egt, ol^ne ba^ jic aufhört, normal auf ber gegebenen 
Stäche ju fein unb bie betreffenbe ^ri\mmung8linie ju be:= 
rühren, fo mirb ber ton \l)x befc^riebene 9taum üon einer 
abmidfelbaren %l&ä)t eingel^üfft merben, meldte bie gegebene 
SMd^e unter rechten SEBinfeln ft^ncibet. CDiefe abmiefelbarc 
StÄ^e ifi ber Drt affer 5Hormalcn ber gegebenen Släi^e, 
wcl^e burc^ bie ^rümmungölinie ge^en, ünb biefe 9lormaIen 
flnb i^re c^aratterifKfc^en ßinien. 3)ie 35ur(^'fd)nitte ber auf 
einanber folgenben 9lormaIen bejHmmen auf ber abtoxitU 
baren ^äc^e eine üon ben bemerfen9n?ert§en ßinien, wefc^e 
ben gianien berStütffe^tfanten führen.*) Die fftücf- 



*) ^ie 9lü(ffe]^rtonte ^at in 93egu0 auf %U(i}tn eine älinlit^e S3ebeu= 
tung tbie bcr m^^tpmtt ($. 206 unb 208) in SBe^u^ auf 
6urüen. 



fe^rfante ifi btx Ort ber Ärüininunfl§mittrt|)unfte , wtld^e 
5en t)eTfc(;iebenm fünften ber J^tümtnutigdHnie jugr^Dren^ 
bie ale ßeitlinie für bie SeiDegutig ber 9lormaIt6e«e ßt^ 
bient f)at 

35tnft man fic^ ebcnfo bie Slormafebene ber gläc^e im 
Ranfte m, ipelc^e in bie 9tid)tunfl ber jtoeiten Ärümmung&s 
ünie fättt, uiib läßt biefelbe ftc^ betoegen, o^ne ba^ jie auft;ört; 
normal auf ber Slät^e ju fein iiub biefc ÄrümmunflSlinie 
}u berühren, fo erhält man eine anbere abtridfefbare ^l&ä^t, 
bie ber Drt ber Slormalen ber gegebenen 8Iä*e ifl, wef^e 
btiri^ bie fünfte ber jmeiten J^rümmungSHnie ge^en, nnb 
beren Sltttffe^rfante ber Drt ber Itrümmungömittelpunfte ifl, 
tütläjt biefen fünften jugetjören. 

STuf bie atigegebene SQeife Tatin man {1(6 im 9taume 
ötte abtoitfelbaren glätten confhiiirt benfen, welt^e bem er» 
fien @9fleme ber ^rümmungSlinien ber gegebenen 8(d(^e 
angehören; nnb ebenfo aOe abwiifelbaren 9lii6)tn, meldte 
bem jmeiten @^{leme biefer ^rümmungdlinien angehören. 
Die abtoirfelbaren gW^en be§ erjlen ©^fleme f^neiben 
fifeeraO bie bed jmeiten @9ßemd unter reii^ten SBinfeln. 3)te 
beiben ©^fleme ber in Siebe fle^enben tfWd^en jerlegen ben 
Slaum in re^tedPige streifen, beren Sänge in ber Stic^tung 
ber Stormalen ber gegebenen %\Sid)t unenb{i(^ ifl. Die S^ei^e» 
folge ber Stfldfe^rfanten ber abn)tdPeIbaren gtäc^en^ Mli^t 
bem erflen ©^fleme angehören, bilbet felbjl eine neue ^&i)t, 
auf melt^er ftc^ alle ^rümmungamitte()7unfte ber einen 
Jtrflmmung befinben. Die 9teiI)efoIge ber SlüdFfe^rfanten 
ber abtDiflelbaren glät^en^ ml^t bem jn^eiten @9fieme ber 
^rümmungslinien anget^bren, bilbet gfeicbfaDd eine neue 
Wä^e, rtjelc^e ben Drt affer ^rümmungömittelj^unfte ber 
anberen ^flmmung barftefft. Diefe gläd^en ^aben, afd 
Drt ber ^rfimmungSmitterpunfte, in S9e}ug auf bie gegebene 
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Wai^e biefelfo ©ebeutung, tüte bxt StJoIute einer ebenen (SMV\}t 
in ©ejufl auf biefe 6utt)e. 

§. 581. Die ©leid^ungen ber genannten gläd^en fann 
man anf folgenbe SBeife erhalten, iülan ne^me bie ®leis^ 
(jungen ber 9lormale auS §. 572 

a,_aj'+|>(Ä— *) = 0( . 

nnb bie ebenbafelBfl gefimbenen ®Ieicbungen 

~[(1+P*>-Pr]=0 (2) 

+ l+P'+9* = 0. (3) 

SHe l3)iff«rentiaIgCeirH|ung (2) jtüift^en ben SJeränfcerli^en x 
unb y ge^ftrt ben ^rojecttonen ber Ärflmmungölimen bet 
gegebenen Stäche auf bie Sbene ay an, !Diefe ®W(^ung 

ifl in S3ejug auf ba8 Differentialtjer^ciftnig ^ Don ber er^: 

{|en Drbnung unb t^om jmeiten ®rabe, unb i^r 3ntegra( 
tpirb mithin eine tPiQf ürlid^e (Sonflante enthalten , bie }tit 
smtiten ^otenj erhoben ifl. 93efKmmt man a(fo biefe @on« 
flaute fo, ba^ man bie ^rümmungeiinie burc^ einen gtge» 
benen fünfte ge^en lä^t, fp finbet man jmei SBert^, mefi^e 
refp. ben beiben ^rttmmungalinien entfprei^en, bie fic^ in 
ifbm fünfte ber 9(ä<^e f^neiben. 

SRan be)eic^ne jur ^bfarjung mit (2') bai aUgemeiiie 
Sfntegtal ber in 9tebe fle^enben ®lei(^ung (2). @obann iß 
ICar; bßjf bie Elimination ber ^oorbinaten üp, y, z itud bet 
©lei^ung ber gegebenen gläc^e, ben ©leit^ungen (1) unb 
ber ®Iei^ung (2') eine ©feit^ung liefert, meldte bie Soor* 
binaten af, y, z tntfj&lt unb ben abmitfelbaren 9l&diftn 
angehört, bie bie gegebene SUi^e unter redeten SEBinfeln unb 



(ängS i^reti Arümtnungdlinien fd^neiben. 3e5e einselne Don 
biefcn abto'viAbaxtn Stäben wixb babxixi) erhalten; bajf man 
bie in i^r oorfommenbe mtOrUTnc^e (Sonflattte angemeffrtt 
beßimmt. 

§. 582. 3)ie ®(ei(^ung (3) ifl eine j^rimitiDe (Sleic^nng 
jmifc^en ^r, y, j& unb z\ (Sie mu^ ben SEBert^ t)on %' ge^» 
ben, mldjtx bem (Durti^fc^nittepunfte jweier auf einanbev 
folgenben Slormalen angehört, b. 1^, bem Ärümmungemittel« 
punfte. Süminirt man s, y, z au8 ber ®Iet(^ung ber ge» 
gebenen ^(äc^e, ben ©teid^ungen (1) unb ber ©(eidfung (3), 
fo erhält mau mithin jmifc^en x, y, z bie ®(ei(^ung ber« 
ienigen Stäche, meiere ber Ort ber krämmungdmittelpunfte 
ifl. S)lere ®(ei(f)ung ergebt ji^ in SSejug auf z bis jum 
gtüeiten ®rabe. ^aww man pe in jwei fjactoren jerfegen, 
fo er[}ä(t man, inbem mau biefe einjeln g(eic!^ 9luII fe^t, bie 
®lelc^ungen jweier glfit^eu, meiere refp. bie SÄitttelpunfte 
ber einen unb ber anbern ^rflmmung ber gegebenen Stäche 
in fid^ enthalten. 3{l biefe 3erlegung aber nic^t mbglid^, 
fo be^ben fulb bie SDlittelpunfte ber beiben Jlrttmmuugen 
auf {loei fRäc^ent^eilen, roeCc^e einer einzigen 9{ft(^e ange^ 
^ren. 

äebe 9lormale ber gegebenen f$IA^e berührt ju gleitet 
deit bie beiben Släc^ent^eUe, welt^e tefp. bie anittelpunfte 
ber einen unb ber anberen Jtrümmung in flc^ enthalten, 
unb toenn man burc^ biefe 9}ormate imei.berü^renbeSbee^ 
xitxx an birfe beiben Sfac^ent^etfe legt, fo merben {ic^ biefe 
ebenen unter reiften SEBinfehi fc^neiben. 9lit^in {inb bie 
beiben gWd^ent^eile ber SWc^e, n5el*e ben Ort ber SMkxnp 
mungdmittelpunfte barfleOt, immer oon ber S3ef(^afen^eit 
bci% tt)enn man fte au§ einem beliebigen ^4infte betrachtet 
i^re fAeinbören ttmrijTe einanber unter rechten SBinfefn 
burc^fii^neiben. a)e^^alb ifl ni^t jebe beliebige f^Iäc^e geeig» 
net, btti Ort ber ^rümmungemittelpunfte einer anberen 
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glätte aiiUQthtn. Man tarn btn Drt fcec SBWttelpunfte fccr 
»nen ^ünuntiug »idfarCiffy annehmen 3 bogtgm b\t^&ä)t, 
ioel^e fcieSJlittelptmfte bcr anbertn Ärfimmuiifl ent^afttn foll, 
muß fo gemäf)It werben, ba^ xf)x fd^einbarer Umriß immer btn 
fc^einbaren Umriß 5er erpereh unter rechten SEBin Wn [treibet 

§. 583. SBenn bie glätte, meiere bie mtttlpmlU btx 
einrn Krümmung entj^ält, biejenige gläi^e fd^netbet, welt^e 
bie SMittefpunfte fcer anberen Krümmung in jii^ faßt, fo 
werben bie ©urc^fd^nittspunfte, bie beiben Krümmungen ge* 
meinfc^aftlic^ angehören, benjenigen fünften ber gegebenen 
^l&6)t entfprec^en, in wellten bie beiben ^aut^twert^e be9 
KrümmungS^albmeffcre einauber gfeit^ flnb. Diefe «punfte 
werben nai) §. 578 burt^ bie ©leic^ung benimmt 

weld^e ©feii^ung bie ^rpiection berSinie ber f})^ärifc^eu 
Krümmungen ber gegebenen glätte auf bie (Sbmt x^ 
liefert. 

§. 584. 3ebe Don ben 9lüdffe^rfanten brr abwitfelba* 
reu Slorraalffät^en, beren 3nbegriff bie beiben gtäd^ent^ette 
berjenigen glätte bilbet, welche ben Ort ber Krümnuingd* 
mittelpunfte barpeKt, ifl auf biefer lefetern gläc^e eine 8inie 
m fürjejlen 2(bfiaiü>ed. 2)enn bie burc^ jwei dwf eütanber 
folgcnbc Stormalcn gelegte gbene, wel^e einer Don biefen 
obwitfelbaren Slormalfläd^en angehört, ifl ju glei^er 3eit 
bie ÄrümmunflSebene ber 9lütffe^rfante im iDurd^fc^nittfi* 
pmht birfer beiben Slormaten, unb fte^t in eben biefem 
fünfte re^twinflig auf bemjenigen Steife ber ben Drt ber 
Ärümmungemitterpunfte bilbenben gläi^e, in mcldjem biefe 
9lütffel)rfantc rregt Sttun bejJe^t aber ba^ Kennjei^en ber 
ßinie be6 fürjejien Sfbjlanbeö auf einer britebigen gfä^e 
eben barin, bci^ bie Krftmmungöebene biefer ßinie jugleiti^ 
normal auf ber gtäd&e fie^t (f. §. 516), 



9R(in beitfe ^d) einen Saben, be^fen einer Snbt>ünft in 
einem fünfte ber (Dur^fc^nittsnnie ber beiben Slfir^ent^eife 
befefltgt iP, welche tefjj, bie 9RitteIt>unFte brt einen unb ber 
anberen Krümmung in fic^ enthalten* SBenn man biefen 
9aben fpannt unb i^n fo bemegt^ ba^ ein X§ei( be9fe(6en 
mit biefer S)uT(^f(^nittaIinie }ufamtnenfäat unb ber freie S^eU 
bie Slic^tunfl i^rer Sangente ^nt, fo wirb ber entgegenge* 
fe|te (Snbpunft bie Sinie ber fp^ärifd^en jtrflmmungen auf 
ber gegebenen giftete befc^reiben. SBenn man ferner ben^* 
felben gaben fo bewegt, baj^ er jum S^eil mit ber (Durd^* 
fi^nittSünie ber beiben gennnnten ?$(Ac^ent^ei(e {ufammen« 
fädt, unb }um %f)t\l in einen biefer beiben Släd^ent^eile 
felbp, fo läßt jt(^ fein ©nbpunft in alle fünfte ber gege^ 
benen Släd^e bringen, welche mithin auf j»ei Derfc^iebene 
SBeifen burc^ bie 93ewegung einea habend; ben man über 
bie btn Drt ber Äri^mmungSmittelpunfte bifbenbc Släc^e 
fpannt, befd^rieben werben fann, gIeid)Wie eine SurDe burc^ 
bie ^Bewegung eined über i^re @oo(ute gef|7anuten Stabend 
befc^riebeu wirb. 

aSfirt^ifl gttr SBeflimmung ber jtrümmungdltnien unb Itrümmungd^albmcffer. 

§. 585* 3)ie ©feic^ung ber gegebenen glätte fei 

r— f!4-?^ 

WO a unb b }Wei pofltiüe ßonflanten bebeuten, unb a > ft 
fein foH. !©iefe glätte i|t ein ^raboloib, bejfen ^auptar^fe 
mit ber 9[(^fe ber z jnfammenfättt. Sitte @^nitte parallel 
mit ber @bene a?y flnb (güipfeU; beren beibe 9f4fen in bie 
9li(^tung ber x nnb ber y faden, ^ie Sänge ber ^albn^fen 

biefer Schnitte in ber 9lic^tung ber x ifl Yiaz, unb bie 

Sänge ber ^albadffen in ber 9ti(^tung ber y ifl V2bz. 
ajlan erhält 

^fU»kx, 5D{ff.« unb Sutearalr. II. iBanb. 19 
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m 

dz X dz y 

di~^ «' dy ^ T' 

utib trenn man biefe SSStxt^t in bie ®(eic^ung ber ^rftnt« 
mungSlinien fubflitnirt, meldte naij^ §. 572 i^ 

-[(i+p*)«-wr]=o, 

fo erfenlt man 

©e^t man jur $fbfürjunfl ^ = | unb B = a(a — ft), fo 
^at man elnfad^cr 

als ©fei^ung ber ^rojection bcr ^rümmungefinien bcr ge^ 
gebenen Stätte auf bie ©bene xy. 

Um biefe ®feid|ung ju integriren, bijferentiire man jtc 
jUDor, ttjoburd) man er^^ält 

0^|H--^»H-«)S.+[<l)'+.](«^) =« 

unb eliminire jtrifc^en biefer ©leic^ung ber jmeiten Drbnung 
uub ber ©(eic^ung (m) bie Souflante B, 3)abei mirb bie 
(Sonfiante Ä gUic^falld megfaKeu, unb man erhält 

dx 

OTuItipHcirt man biefe ©leid^ung mit bem Factor — fo fommt 



x^ 



xd,y —^ — V -r d,x 
^ dx ^ dx ^ 



X* 



rüo bic linfc Seite ein genaues Differential üon ~ ^ Qt^ 

njorben ijl. Sntegrirt man affo jum erften 3RaU, fo ^at 
man 

•1^ = «/ öb?r ydy = axdj;, 
unb ttjenn man jum jweitcn SJlafe integrirt, 

tt)o, a unb ß jrtjci ßonflanten finb. 

3)ie ©leic^ung y^ = ax^ + ß tp baS attgemeine inte- 
gral ber ©feic^ung (m). Da aber bie festere ©feic^ung 
nur \)on ber erften Drbnung ijt, fo fann i^r Sntegral nur 
eine eiujige roidfärfii^e ßonjtautc entsaften, unb eine ber 
ßonflanten a unb ß wirb burc^ bie 95ebingung bejiimmt, 
bci^ bie ©leid^ung y« = cur« + ß ber Olei^ung (m) ©enflgc 
leiflen muß. ©ubflituirt man affo in biefc ©leidjung bie 
SGBert^e 

dy I CLF 



y = ±KS^^^ 1=± 



fo erhält man bie SBebingungSgleid^ung 

ilaß — ^a + ß = 0, 
tDoroud 

D)ie ©Itid^ung ber ffrümmungSlinien unter enblit^er gorm 
tüirb alfo 

„ , ab(a — b)a ,^ 

»orin « bic »idfürlic^e gonflante ij?. 

§. 586. SBitt man bie Sonpantc a fo bcflimmen, ba^ bie 
©leic^ung (n) einer Ärttmmung6linic angehört, treibe buri^ 
einen gegebenen ^unft ber vorgelegten Stäche ge^% bejfen 

19* 
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9f6fciffen fmb x unb y , fo fc^e man in biefer ©feic^ung 
a: = a?' unb y = y , unb löfc fic auf in ©ejug auf a. 2Jlan 
erprt auf biefe fffieife 

wenn man jur Sfbfüriung fcfet 

c = hx^ — «y'* + öi (a — i). 
!5?emnad^ finbct man immer für bie ßonflante a jtrti reettc 
8Bert£)e, üon bencn ber eine pofitiü unb ber anbere negatiü 
ifij unb biefe SBcrt^e geben, toenn man fie in bie ©leiAung 
(n) fubfiituirt, rcfp. V\z ©leic^ungen ber ^ro}ectionen ber 
beiben Äri^mmungSlinicn, weldbe jic^ in bem fünfte burc^^ 
fc^neiben, bem bie SfbfcifTen x unb y angehören. 

3)er pofttiüe SBert^ üon a liefert, at9 ^rojectionen be0 
erflen ©l;flemaberÄrümmung8linien, §t;perbeln, beren reelle 
Steife in bie giid^tung bet 2((^fe ber y fällt, wni beren ®[tx^ 
Carnigen finb 

«a = cur» -J , ■ . 

35ie ®röf e ber §albaAfe beträgt ) /''^^^J" , Xer fleinjle 

SBertt;, ben biefe §albac^fe annehmen fann iji 0, unb biee 
entfpri^t bem 3affe, wo man x fe[;r groß lutb y fe^r flein 
üorauSfe^t*, bie beiben Sfrme ber §i^perbel faKen fobann mit 
ber ?f(f)fe ber x jufammenl !5)er größte 9Bert^, ben bicft 

^albad^fe annehmen fann, ijt Vh^a—h), weld^eS bem gaKe 
entfprid^t, wo ber pofitiüe SBertt; üon a unenblid) groß lüirb, 
iubem man x fel^r ftein unb y fe^r groß üorauSfefet. 3)ic 
§^perbel fällt fobann in bie ?f(^fe ber y. SBenn man alfo 
auf ber ?fd^fe ber y ju beiben ©eiten üom ?fnfang6punfte 

eine ©tredfe gleid^ Yb{a—b) abträgt, fo erf;ält man jwei 
fünfte, über weldje ^inaua bie ©c^eitel ber ^^perbefn, bie 



Arftmmtttio btt ffH^tn* 29a 

ba^ trfle «St^flem bex JErümmungdnnien Qtbm, tiic^t liegen 
fönnen. 

iDet negntiDe SBert^ üon a liefert, al6 ^roiectioneu 
bed {»eiten S^ßemS ber jtrfimmiuigsriniftt, SOipren, beren 
beibe Werfen in bie 9li(^tungen ber Sfe^fen ber a? uwb y fallen, 
unb beren ©leic^ungen ftnb 

^ ' aa — b 

Die ®röpe ber garba^fe, welche in bie «fd^fe ber x fäfft, 
betragt }/^^^, nnb bie ®rö^e ber ©albac^fe, »efc^e in bie 

9f(^fe ber y fSOt, beträgt |/^^Er . fo ba^ ba^ fflert^ältni^ 

biefer beiben Werfen gfeid^ K« ijl. Stimmt man x fe^r 
gro^ an, fo mirb ber negative SBert^ Don a fefjr na^e 

gleich — -, unb bieS ifl ber fleinjle abfolute SBert^, ben man 

biefer ®röße beifegen fann. 3e me^r x abnimmt, beflo 
me^r mäc^ft ber abfolute ©ert^ t?on a, uorauSgefe^t ba^ 
bie ®röße c pofitiü bleibt, unb unter berfelben SBoranSfe^ung 
tt?irb a unenfclic^ groß, wenn x unenblic^ ffein angenommen 
wirb. SflSbann wirb bie Sftfcfe ber (gllipfe, welche in bie 
2f(^fe ber x fäHt, unenblic^ ffein, unb bie $älfte ber 9f c^fe, 

welche in bie ?f*fe ber y ffittt, gfeic^ VA(a-i). Sa ijt 
übrigens nic^t möglich, ju gCeic^er 3eit x fo Hein unb y 
fo groß anjune^men, ba^ bie®rbfe c negatiD luib folglich 
ber SSertI; Don a fo ffein werben fann ald man wiQ^ benn 
bie ®Ieit^ung ber ÄrümmungSfinien fiefert nur imaginäre 
SBert^e, wenn a negatiD ift unb jugleicb einen abfoluten 

SBert^ ff einer als -bejifet S)ie fünfte in ber «d^fe ber y, 

wel^e ben Sfbflanb V h^a—b) Dom SfnfangSpunfte ^aben, 
bilben ^ier eine gemeinfc^aftlic^e ®ränje, bie bie ©c^ieitel 
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bn beibcn ©^fleme Don Ä^rümmungelinitn in fccm einen »ie 
in bem nnbern ©inne nic^t übcrfdjrciten Wunen. 

X)ie Sfe^fcn ber x unb bcr y geijören felöfl ju brr 3a^I 
ber ßinicn, tt?f[(^e bie «projectionen ber beiben ©^jlcnic bn 
ÄrümmnngSlinicn bc0 ^nraboloibS Kfben. 

§. 587. 2)ic nttgemcinc ®(eid)nng bcr sprojection bcr 
inbicatorift^cn ßinic 

Z) = ra2 4. 2«aß + fß« 

njirb ^ier 

bicfe 5Jrojcction gcljört immer einer (güipfc an, mie eö aud^ 
tie Statur bcr gegebenen f^fät^e mit fic^ briugt, bercn beibe 
Krümmungen in i[;rcr gaujcn *2l*u8bel}iuing nac^ einerlei 
©eite gcmenbet jinb. 

SBaö bie gielation betrifft 

r s t ' 

tt)cfd^c nadj §. 578 in itw 9tabelpunftcn pattfinben muf, 
b. I;. in benienigen fünften ber Stäche, wo ade itrüm- 
nuing9l;albmeffer cinanber glei(^ fmb, fo mirb biefclbe 

g»4-j?g xy b'^-\-y^ 

a ~ T ~ ~i • 

J)iefer SRelation fann nur ®eniige gefc^eljen, wenn man 

fe^t x=0 unb y=V *(«—*), b. 1^. in benjenigen fünften ber 
^lääjt, mli)t bie ©c^citel bcr ßHipfen unb ber ^^l^erbefn 
ton cinanber trennen, bie rcfp. ben beiben ©^flcmen ber 
Ärümmungölinien angcijören. 35ie beiben in 3tcbe fle^enbcn 
fünfte finb bie cinjigen ?labelpunfte, tücft^e bie gegebene 
gfädic befifet. X)ic inbicatorifdie Sinie mu^ bafcrbjl ein Äreiö 
fein 5 unb in bcr S^at ip in biefen beiben fünften bie bc:» 



fiHl^e bad ^araboloib in ^mdünkii fc^neiben. 

. §. 58a Sac bie Reiben ^auptmxtfft bed.^rümmuti^ 
^albmtfferd erhält man bnxif ®ubf}Utttton btr SSkrt^e l)tt 
S>iffertittiatoer^(tiujfe p ^ f , r, b, t aiid §* 565 in btn %uB^ 
brud (k) bed §. 568 

§. 589. SEBeiin bie SFläd;e in ein 9ftotation8:=^arabo(oib 
übergebt, fo mcrben bie beiben mit a nnb i bei«i4neten 
Stößen, einanber gltit^. 35er Sfuöbrucf für a im §• 586 
rebncirt ji^ alfo auf 



ober 









«'2 

S5er (JofitiDe SBert^ Don a ifl I}ier s^. 2)ie Otei^nnfl 

ber ]^^perbofiftf)en ^projectionen beS erflen @^jlem0 ber 
^riimmungalinien rebucirt jt(^ bemnat^ auf 

ya — 'i /r* 
— ^'a^ ' 

uub geliört bem @l?flcme jweicr geraben ßinieu an, bie fu^ 
im SfnfangSpunfte ber ßoorbinaten fc^neiben. 

!Der negative SBert^ t?on a ii3irb — 1. 2Jlitf)in üer:^ 
ttjanbelt fi^ bie (Sfeicfiung ber eHiptif^en ^roiectionen beö 
jmeiten @ljftem8 ber ÄrümmungSlinien in 

y» = ~a?j+a^ ober y^-\'X^ = %, 
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tctXift ®Ieid^ung rinem jfreift ax\(\tf)M, befftn aRittelt^ttnn: 
im ÄnfanflSputiftt btx SoorMnaten lieflt unb fcefftn ^öI6* 
ntefer »tSfürlic^ angenommttt werben fann. S^iefe 9leful^ 
täte burfte man im SSotaud emarten, ba bit ^r&mmtingS« 
linien in itbtx 9{otation6f{ä(^e augenfc^einlii^ mit ten Sllt^ 
ribianen unb ben ^paraffeffreifen berfelben juföranienfanen 
mfiffen. 

Der STbpanb bee 9labelpunft8 t)om 9Jlittert)unfte, beffeii 

^rojection oben burd^ 1/J(a—J) au8flebrütft worben ifl, 
»rirb fttuffj bie beibcn Slabelpunfte fattcn alfo in einen ein* 
}igen jnfammen; melc^er mit bem ^ole ber Stotationdfläc^e 
ibentifc^ ip. 

@e^t man- a = b in bem SfuSbrutf e für R im §. 588, 
fo wirb berfelbe 

SDie beiben ^auptwert^e bc0 ^rämmnngS^afbmeff'era im 
Äotation05$paraboloib werben affo auSgebrüdft bnr^ 

(^±p^ unb («« + x» + y«)*. 

S)a bie ©leic^unö ber ^arnbel, bcren UmbreBung um 
bie 9f(^fe ber z bie gfäd^e l^erDorgebrac^t l^at, ijl 

fo erfennt man, ba^ ber erfie 9fu§brutf ben ^rämmung8== 
^albmeffer eineö SJJeribianS gibt, ber jweite bagegen ben §ar6== 
mrffer ber Krümmung im ©inne eines ^araUcI^ÄreifcS. *) 



*) fD2an barf birfeit $afbmefer nic^t ))frtt)rd^frln mit bem ^rümmungfte 
^albmeffer bed ^aralle(fretfe9 felbft, rbtld)tt mit bem J^albmeffer biefeft 

Streife« ibentifc^ unb alfo gleich f^i^+y* fein toürbe. !Der 
^rümmungöl^albmeffet etnrt gläc^e, mrlt^er in eintm gegebenen 



S>iffrt leiste ffii^bruif {tettt btn Vkttf) ber 9lormaIe einet 
9)eribtiinnitt>e bat; tote eS ani) fein mup^ ha ade im @inne 
bet ^öraKelftrift gefft^rten ®(^nitte i^re j^tflmmungdmittel« 
tmnfte in ber Vä)\t in ber StotationdflAd^e ^aben. 



XLIV. IDie eittfa^flen (fluten; bereu |)iirtielle tblffttentiah 
gleii^itiig oon be? erfle» Orbnniig ifl* 



§. 590. Solan ge^e jii ben Betrachtungen ber §§. 472 it. 
jurfltf. 3ebe Stäche fann allgemein wie bie einfjüllenbe Slät^e 
beS 9laum§ angefeben werben, ben eine anbere SfS^e burc^^ 
Wuft; meiere jic^ eutweber o^ne SBeränberung i^rer ©eflalt 
naij einem gegebenen ®efe^e bewegt, ober weld^e gleid^fatts 
nadj gegebenen Oefefcen jugfeiii^ i^re Sage unb i^re ©eflaft 
änbert, !Die ©leic^iing ber eingeljüttten m&ä)t, in enbrit^er 
Sorm, werbe andgebrüdPt burc^ 

Fix, y, z, a, ß, y, 8, k.) = 0, 



fünfte biffrr Släc^c bte Krümmung im @inne tiner bcflimmten 
Jtrfimmungdlinie mt^t, if! im aagemrinen ni(^t cinerld mit trm 
Atümmungi^albmefffr, ben bie StriimmungSlinit fclbf} in btm gr« 
gebrnrn fünfte beflißt. GoOcn brtbt Jtrfimmung^albmrffrc gu« 
fammrafaUfit , fo- muf bie 9{ormaIcbenc ber %\ci^t in brm 
gegebenen fünfte, Melt^e in bte 9lt<^tttng ber Sangente ber 
Artimmungdlinie fäQt, eine SBerii^rung ber gn^eiten Crbnung mit 
btefer 5lTÜmmungdItnie eingel^en ober, n>ad badfelbe fagt, mit ber 
Strämmungdebene berfelben ibentifc^ fein, tpofür man nac^ f. 516 
ou(^ fagrn fann, bie 5trümmung0linie mu$ eine Binie bed für|(f!en 
Slbi^anbeg auf ber gegebenen Stacke fein, ^tefe SSebingung 
wirb t>on ben fDleribianmrüen ber 9totattondfIäd|en immer er* 
fällt, Don ben yoraKelfreifen bcrfetben bagegen im allgemeinen ni((t. 



btxM&^^ bebauten, iMi5;a,.^,y, §, tt. m^vm m\Wixl\4ff 

btn t)tx\ij\ti^t\m\ ®e{}a(ten> bit b\t tiwQ^HUt 'Siä^^'<^^ 
nel^men Fann, jtc^ üeränbern. SBctm man nun bic gfäd^c, 
meiere eine befiimmte älei^^folge uon Sa^en 5er eingefüllten 
Släc^e einljttHt, betrachten n?iH, nm bie ©igenfdiaften ber^ 
fefben jn unterfuc^en, fo fann man in ber DorpeI;enben 
®leic^un0 nbie ©rö^en a, ß, y, 8, ac. nic^t mc^r »ie jjoff* 
fommen n7i(({ürli^ \mb unabtj^ugig Dou einanber anfe^en) 
üielme^r mu^ man anneljmen, b<if biefe Oröfen bnrd^ dtt^ 
lationen an einanber giJbiinben fmb, welche, bie in Siebe 
fieljenbe 9fleiI;efo[()e.t?on Saßen üor allen übrigen berüors= 
t;eben. Snbem man alfo nnr einen Parameter a nnbcfiimmt 
läßt, mirb man alle übrigen iviOfürlic^en ©röpen ß,y,8,2c. 
toit gegebene Sinutionen (p(a), 7i(ct), ^(a), it. biefeö ^axa^ 
meterö anfeben, nnb mit[;in patt ber obigen ©feici^ung al8 
S^arfleHnng ber einger^üHten gtädje fc^reiben 

^[^, y/ 'S, a, ^ (a), X (et), tj) (a), 2cJ = 0. 
®e|t man in biefer ©feic^nng für a ade möglit^en SßJertlje 
üon — OO bis +(X), fo erhält man eine beflimmte 9lei^e:= 
folge non eingefüllten ^fäc^en, meli^e t?on ber Sorm ber 
Functionen cp, x, ^, 2c, abtjängig ift, unb n^enn biefe Snnc^ 
tionen lüiHfürlic^ bleiben, fo fnib bie alfo er(}altenen 9tefuf:= 
täte allgemein unb gehören allen möglichen gläc^en an, welche 
feurd^ bie Jöen^egung einer Jeben eingefüllten TOcf)e befd^rieben 
»erben fbnnen, bie in ber ©feic^ung F(a?,y,Ä,a,ß,y, 8,2c*) 
= entfjaften ifl. 

§. 591. 3)ifferentiirt man bie ©rcic^ung jP = in 
ffiejug auf bie nnabtjängigcn S3eränberli(^en a? nnb y eiujeln 
genommen, fo erhält man j^ei neue ©leic^ungeu, bie ber 
eingeljüffteu unb ber ein[;üllenbeu gläd^e angehören, unb mit 
bereu §ülfe man jiüei üpn btn SonPonten a, ß, y, 8, ac. 



Untetrfndlttitg tattitnuf 9l&^tn. ^ 

efiminiren fnnn. SEBenn mitljin bie ©leitftung F=0 nur 
jirci üon tiefen Gonflanten cntbcift, fo bleibt eine partielle 
JJifferentialgleic^nng ber erften Crbnunfl , tütlije ton bm 
ttJinfürlitf)en (Sonflcinten üoHforamen frei ifl, unb folgtic^ 
nic^t nur allen in ber ©feidjnng F=0 enthaltenen einge^s 
^ßten Slawen, fonbern d\\^ allen bxtxä) biefe eingefüllten 
Statten ^erüorjubringenben ein[)tiffcni>en Släd^en angehört, 
inbcm jic eine geometrifrf)e @igenf<!^<ift a%\Q\pn6)t, ble biefen 
^l&äjtn an§fc^lie^(i(!^ jufommt unb fie ton allen atiberm 
Slawen miterfdjeibet. 

SBenn bie ®rei^nngF=Ober einge^üOtenTOd^e brei 
wifffürli^e ßonflanten a, ß, y enthält, fo reli^en bie I)iffe:i 
tentialgleid^ungen ber erften Drbnung im allgemeinen jur 
©Hmination berfctben nii^t me^r au83 ^^^ ^"5 alsbann 
ju ben ©leic^ungen ber i5tt?eiten Drbming übergeben, unb 
erhält eine partielle I)ifferentiatgtei(^ung ber jmeiten Drb^ 
nung, bie ton ben ixntl!ürlit^en Sonftanten ober Functionen 
©öllig frei ift unb bie geometrifd)e ©igenfc^aft ausbrtifft 
n^elt^e allen ein^Henben Suroen angefjört unb biefelben 
üor anberen auSjeidjnet 

9Benn bie ®lei(^ung F=0 oier tt^ifffürti^e Eonftanten 
«/ ß/ Yf 8 *entl;äft fo i|l man jur Elimination berfelben im 
allgemeinen genöt^igt, ju bm J)iferentialglei(^ungen ber 
britten Drbnung überjugeljen^ u. f. f. in btn ?fällen, n3o 
eine größere 9fnjal)l ton wiKfürlic^en ßonflanten üorfiegt 

§. 592, 9öenn bie ©leic^ung ber eingetjüaten Stndie 

F[x, y, z, a, (p(a), x(a), iJ^Ca), jc] = 

gegeben ifl, fo Mßt ftc^ barau9 unmittelbar bie aUgemeint 
©Icic^ung ber ein^üBenben Släc^e in enbli(^er ?5orm fierlciten^ 
35er unenblid^ na^e tiegenben eingel;üllten Stäche gefeürt 

JE» 

nämlid) bie ©lei^ung anF-\-j-da = 0, welche man oer:^ 
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möge ber gegebenen ©feit^ung aMürjen fann in ^ = 0y 
mithin {leOt bad @^{}em 5et (Gleichungen 

bk X)ur^f^nitt6(inie bieftr belbtn einge^fidten 9lää)t\\ bat, 
toüd)t bcn Slamen ber c^ntrtfterifHft^en 8inic fü^rt. 3)iefe 
beiben ©(eit^ungen liefern mithin alle möglichen zbaxattt^ 
ri(Hf#en Sinien, welci^e brr 8leiöefoIge ber Sagen ber burti^ 
bie Functionen (p, x, y^, w. beflimmten eingefüllten Stäche 
angehören, fobalb man barin a aKe 3Bert^e üon — oo 
bis + (X) burcfelaufen läf t a5a nun bie ein^imenbe gfäc^e 
offenbar ber Ort ber c^arafteriffif^en Sinien fein mu^, fo 
iji bie ®rei(^ung ber ein^üttenben gfäe^e ba& Jftefultat ber 
Elimination oon a aua ben beiben @(eic^ungen 

meiere Slimination übrigens nur erji naci^ fjeflflellung ber 
Functionen <f, x, ^/ 3c. ausgeführt werben fann. 

§. 593. @S gibt allgemein auf jeber ein^üllenben ^Uijt, 
unb folglich aud) auf jeber befiebigen Stalle {ba alle glätten 
als ein^üllenbe Flächen betrachtet werben fönnen), Derft^iebene 
bemerfenswert^e ßinien, bereu geometrifc^er (S^araFter au8 
ber blof en 9fngabe ber eingefüllten Ffädje Ijeroorgebt, unb, 
gleichwie ber geometrifc^c (SI;arafter ber ein^üllenben Städte 
felbft, unabhängig oon ben iriHrfirlid^en ©efefcen befle[}en 
bleibt, treidle bie ?frt ber SSetregung biefer eingefüllten Fföc^e 
befHmmen. Die 3!)ifferentialgreic^ungen biefer ßinien fönnen, 
»ie man eS in ben §§. 478 ic. für bie c^araf terijlif^e 8inie 
geff^en f)at, ax\^ ber partiellen 35ifferentialgleid^ung ber 
Stäche hergeleitet werben, ju bereu Sntegration fte bienenj 
au(^ fann man i^re ©tei^ungen in eublidjer Form mx^ 
mittetjl berjenigen ber eingefüllten Fläche ermatten. 



ttiitrrftt^MiO hmnmn 9Uk4^tn. 9H 

Bunäc^fl toirb bie c^arafteriflif^e Stnie bnxi) ba6 
@9^em btx btibtn ©(eic^un^en bargefieOt 

wrft^e ttöt^ btx Jötflimmiing ber Sunctioncn cp, x, if>, 2C. 
alle c^^arafterijHfc^en 8i«ien liefern, bie irgenb einer bellest 
bigen ein^üflenben 8f5(^e angehören, intern man ben ©ert^ 
üon a angemeffen »ä^It. 

§. 594. SJlan betradjte fobann bie beiben auf einanbtr 
folgenbcn c^arafterijKft^en Sinien, meldte ans bem Itixnä)' 
ft^neiben breier auf einanber folgenben eingcl^üllten Stächen, 
nämli^ ber erf!en mit ber jmeiten, unb ber jireiten mit ber 
britten entfielen. 3)ie ©leid^ungen biefer brei eingebüßten 

gla&en fmb F = 0, F+^da=0, F+2^rfa+^rfa> 

=0, mithin h?irb bie erfle c^araFteriflifc^e Sinie gegeben bnrc^ 

bie beiben ©leidjungcn F=0 unb -r-^O, unb bie jiüeite 

dp 

c^arafterijHfc^e 8inie buräj bie beiben ©leic^ungen -^z = 

unb ^ = 0. 3!)iefe beiben Frummen Sinien tt?erben ^dj alfo 

im allgemeinen ju gleid)er3eit fc^neiben unb berühren, unb 
jmar in einem fünfte, mele^er bur^ bie 2Bert[;e üon a?,y,Ä 
benimmt ifl, bie gleid^jeitig ben brei (Slcit^ungen ®enüge 
feiflen 

' da . ' da' 

@e|t man nad^ unb nad^ für a ade möglichen SCBert^e ton 
— CXD bis +CX), fo tt?erben bie auS biefcn brei ©leit^ungen 
^erüorgetjenben 85SertI;e für x, y, z btx 9lei^e t?ün fünften 
angeboren^ in beneu jebe c^arafterifiifd^e Sinie t?on ber be^ 
nac^barten cr;araf terifHfc^en 8inie gefdjnitten unb berührt »irb. 



S)k fUli^efolfle fciefetiPufnfte öilbet ftitmeraiif bn tmMU 
lenben fffäc^e eine 6emerfert8WErt^c ßinie, mtfc^e ieti fltamcti 
6er Slütffe^ rf ante fü^rt ®ie SlüdEff^rfanten jer legen 
bie Stächen in getrennte ?flä(^ent[}eire 5 fte »erben üon allen 
c^arafte?ijHfc^en ßinien berüljrt nnb pnb, in fflejnfl auf 
biefe^ aU einbiUknbe Sinien anjufe^en* ^ 

3>a bie 9lüctfe[)rfante bm Ort ber S)ur£^f(^nittepunfte 
berjenigen cljarafteriflifd^en ßinie, meiere einem 6e|}immten 
SBert^e öon a entfpri^t, unb- ber benad^barten d^arafterifK- 
fc^en 8inie barfietlt, fo erl^ätt man angenfc^einlic^ bie ®leis= 
d^ungen biefcr 6urüe für eine befümmte einl^üllenbe Släc^e, 
tomn man a au8 ben brei Gleichungen eliminirt 

welche ©limtnation nur ausgeführt werben fann, nac^bem 
mau bie Functionen ip/X/ ^; 2c. feffgejleHt ^at, welche bie 
ein^üHeube Städje fceflimmen. ^ie beiben ©leit^ungen 
jtüifc^en X, y, z, tvtldjc au8 biefer (Slimination ^erüorge- 
^en, jlnb bie ©teic^ungen ber 9tücffe^rfante. 

§. 595. Wlan betrachte ferner brei auf einanber foU 
genbe tljarafterifiifc^e ßinien, totldjt am bem 2)ur(^f^neiben 
Don t)ier auf einanber folgenben einge[;üllten tJläc^en ^er=: 
Dorge^en, bereu ®lei(f)ungen ftnb 

3Benn biefe brei c[)arafterif}ifd)en ßinicn fic^ in einem ein= 
gigen fünfte ft^neiben, was nur in gauj befonberen fSäffen 
eintreten fann, fo »erben bie SEBert^e Don a?, y, z, wel^e 
bicfem ?)unfte angehören, ju gleicher 3eit ben üorpel^enben 
der ©Ific^ungen ®enüge leipen. gfiminirt man alfo 
Xy y, z, aus ben Dier ®tei^ung<n 



fo mirb bic ®lcid^mifl für a, luelc^e nnc^-bufer ©limination 
übrig bleibt, bm SBcitf; bicfcö Parameter geben, bem bie 
c^arnfterijlifd)e ßiiiie eutfprid^t, auf mefd^er fiti^ ber in Stebe 
fle[;enbe ^nnft befinbet. ®r mirb alfo ba liegen, wo biefe 
crjarrtfteriflifdje ginie bic 9lä(ffe[;rfante berüfjrt. fünfte bie= 
fer 9frt jtnb immer befonbrrS bemerFbar nnf bet ^lätffe^rs 
fante, unb in Sejng anf biefelbe entmeber 83eugnng6pnnrte 
ober 3tttcffet)rpnnfte. 

§. 596. ®6 gef(^iet;t jnmeilen, bai^ bie c^nrafteriflifc^en 
ginien einer einl^üdcnben Släc^e ^ä) nidjt fc^neibcn, nnb mit* 
^in bie glätte feine SHüdffe^rfante befi^t. Sfber alebann 
gibt ea im allgemeinen einen ^nnft in jcbcr ctjarafterifiis 
fc^en ßinie, in tvtidjtm ^ä) biefelbe ber benachbarten cf^arar* 
terifiifd^en ßinie me^r nSljert al8 in jebem anbern ^nnfte. 
!Die Slci^efotge biefer fünfte bifbet nnf ber gW^e ein^ 
teilet unterfi^eibbflre ßinie (Hgne de striction). 

§. 597. ®ine €^Iinberp(i^e, nnter bem affgemeinflen 
©eft^tdpuntte betrachtet, fnnn mie bie ein^ütlenbe ^l&ift 
bed burd^ eine @bene befc^riebenen 9tanmd angefe^rn toti> 
btw, menn biefe ^btrit jlc^ fo bewegt, ba^ fie beflänbig 
einer ate ßeitlime gegebenen geraben ßinie parallel bleibt. 
@8 feien bic ©leiii^ungcn ber ßcitfinie 

x^= az, y = bz, 

nnb bic ©leid^nng einer Sbene fei 

fo mirb biefe (Sbene jener geraben ßinie parattcl fein, locnn 
bie JRelation befielt 

i^Aa + Bb, 
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mit beten $ü(fe man eine ber (SonfliUiten A \mb B tUmi^ 
niren fann. SHminirt man }. 93. A, fo fommt 

als (Sleic^unfl einer jeben 6bcne, bic btx gegebenen geraben 
ginie parallel iff. S)iefe ©feic^ung iji ^ier bie ber einge^» 
^üdten f^läc^^e, nnb B unb C jinb bie beiben miafarüc^en 
ßonpanten, tücli^e bie Sage berfelben feflfiellen. ©fimitürt 
man atfo biefe beiben ßonjlanten auö ber gefunbenen ®fei- 
djung nnb i^ren beiben S)itferentiarglelc^nngen ber erjlen 
Drbnnng; nämlidi 

dz i—Bb .dz „ 
-7- = nnb :r = */ 

ds a dy ' 

fo er[;ält man bie partielle S)ifferentiafglei(^nng ber erflen 
Drbnnng 

dz X i dz 4 

welche eben fomol ber eingefüllten wie ber ein^flttenben SM^e 
angefjört, b. ^. fottjol ber bemeglit^en (gbene, als an^ einer 
\tbz\\ bxxxij biefe ßbene befe^riebenen ß^linberfläc^e. 

®S ISp jlc^ i'ibriijenS anc^ nnmittelbar leitet erfennen, 
bc(^ bie jnle|t gefnnbene ©leicfcnng einer Jeben S^ünberfiac^e 
angetjbrt, beren (Seitenlinien paraKel mit berjenigen geraben 
ßinie jlnb, meiere bie ®leic^nngen ^ata?=fl* nnb y=fci 
tt?enn man nämfid} beacbtet, ia^ jebe berü^renbe Sbene 
biefer gläc^e mit ber in 9tebe fle^enben geraben ßinie pa^ 
raKel fein mn^. 

§• 598. Um bie oorpeljenbe ©Icit^nng jn integriren, 
^at man gemäp ben SfnSeinanberfe^nngen ber §§. 478 it. 
bie 2)ifferentialgleic^ungen ber c^nrafterijlifc^en ßinie ju 
bilben, »elc^e ^ier n^erben 

ady — bix = 

adt — rfa? = 

hdz — <fy SB 0. 



JDiefe ®fh(^u«()^tt ^tlßxttx öugenft^einlic^ einer gerabch 
ßinie an, welche mit ber ßeitlinie paxaM ift, xinb man 
f}&ttt fte a\\6) unmittelbar ^iufd^reiben fdnnen, trenn man 
bie einfache Semerfung mat^te^ ba^ bit c^arofteriftifdje ßinie 
burt^ ben 35urd)fc^nitt jweier mit jener ßinie paraöefeu 
ebenen ju ^tanbe fommt. 3ntcarirt man bie beiben (e^* 
tcren ®Iei(!^ungen, fo fommt 

d? = öz -f- tt 

y = *« + ^; 

wo a unb ß bie bei&en iriHfurlic^en (Sonjlonten fmb. ^a9 
adgememe integral ifl alfo 

toü (f eine ttifff ilrUe^e Function bejei^net 35iefe ®lei^ung 
gehört einer jeben ß^UnberfTädje an, beren erjeugenbe ßinie 
|)flratlel mit ber gegebenen ßeitlinie ifJ. ©ie beflfet benfer:^ 
ben ®rab Don Sfttgemein^eit wie bie partielle S)ifferentiaf== 

dz dz 

glei^ung a ^+* T"^^' ®^^" '^"^ P^ unmittelbar fin- 

ben, menn man bemerft, ba^ bie ®Ieicf)uugen einer belie:^ 
bigen erjeugenben ßinie bargefleHt werben fönnen bnxi) 

xss aZ'\- a 

y =Ä Ja + ß, 

wo a unb ß jwei unbeflimmte ßonflanten fmb. SBennnun 
ein ^unft fl4 auf ber 6l;IinberP(^e bewegt, o^ne biefe er=: 
jengenbe ßinie ju tjerTaffen, fo werben feine ©oorbinaten 
fortwä^renb Wefen beiben ©lei^ungen ®enüge leiften. SBenn 
aber ber ^unft bei feiner JBcrtegung ju ben benachbarten 
erjeugenben ßinien überge[;t, fo fOnnen feine (Soorbinaten 
nic^t me^r biefen beiben ©teicbüngen ®enüge leijlen, wenn 
man nitbt jugleid^ auc^ a unb ß [xij änbern lä^t. Solglic^ 
bUlitti blefc ®rö^£^ conftant, ober fte änbern pd^ gteit^jei^ 

^üt>kx, 3)iff.r unb 3utegralr. If . S9anb. 20 
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tigi jle jlnb nlfo Sunctiontn Don einanber, unb man fann 
(^reiben P = cp (a), ober 

y — (je = (p (x — o*), - 

§• 599. ©ie ©rei^ung 

fl 

gibt, wenn man pe in ffiejug auf x unb auf y bifferentürt, 

«Ä + *?i = 0, ober«H-Jt=0. 

2Jlan bat alfo rt— «» = 0, h)eid)eö bie attgemeine ©leic^ung 
ber abwidCelbaren Sfäcten ip. iCle ßl^Iinberffäc^en beftfeen 
alfo in fBctreff iörer Krümmung bie im §. 577 angejeigten 
gigenfc^aften. 

§. 600. (iDie t^unction (p in ber aUgem.einen @(ei(^ung 
ber g^Unberpc^en 

y — bz = (f (x — 11») 

fann bur^ üerf(^iebene®ebingungen bejHmmt werben. SBenn 
bie gfäc^e burd^ eine gegebene frumme ßinie gefjen foll, beren 
Gleichungen jtnb x i^, y, ä) = unb i|> (x, y, z) = 0, fo 
ifl Flar, ba^ biefe ©leic^ungen unb bie beiben ©tei^un'gen 
ber erjeugenben ßinie a?=flz-|-a unb y=iÄ+<f(a) muffen 
bur^ bie nämlid)en SBert^e ton x, y, z befrirbigt werben 
fönneU; wie au^ bie 6onj}anten a unb (p(a) befcj^afen 
fein mBgen. Sliminirt man alfo x, y, z a\x^ ben Dier 
©leic^ungen 

X {(x^, y, ä) = 

y — bz = <p(a), 
fo erhält man eine ©teid^ung jwifc^en a unb <p(a), welche 
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bit Äuiution <p befKmmt. 68 fei f[a, (p (a)] = biefc 
®k\ä)utiQ, fo toixb bit gefuc^te ©letd^ung 5er S^rinberffSc^e 

f{s — OÄ, y — 6ä) = 0. 
§. 601- 85Benn ble (k\)linbtvflad}t mit einer gegebenen 
frummen öläd^e, beren ®lei(^ung ijl x(x, y, z) = 0, eine 
SSerü^rung eingeben foQ, fo bemerfe man, baß bie beiben 
8fS(^en in allen ^nnften ber aSerü^rungöIinie einerlei be* 
rü^renbe ßbene beftfeen. Solglic^ müjfen bie 8EBertf;e ton 

^nnb— , welche jti^ au8 ber ©feic^ung x{x,t/,z) = o^ 

ergeben, für alle in fftebe fle^enben fünfte ber S)ijferentiat 
gleit^ung ber St^Iinberfläd^e ©enfige leiflen. SJlan finbet 
alfo eine ®Ieicf)ung Y (x, y, z) = ber ©erü^rungSfinie, 

inbem man bie SBert^e t?on ^ nnb j- au8 ber gegebenen 

®Iei(^ung %(x,y,z)^=0 nimmt unb biefelben in bie jjar» 

tieae ©ifferentiafgleidinng «^+'x=l fubflitnirt Da* 

mit ^at man jttei ©leit^nngen x(x,y,z)^szO unb y^(x,y,z) 
=0, bie einer 6urt)e angehören, burcfe totläjt bie gefut^te^ 
S^ünberffäc^e ge^en foQ) man mirb alfo {e^t Derfa^ren, 
lüie im üorigen Paragraphen. 

§. 602. eine Äegelflärf;e ip bie ein^üllenbe Slät^e bed 
bur^ eine ®bene befd^riebenen 9laum8 , wenn biefe ebene 
bejiänbig burt^ einen gegebenen ^unft ge^t. tiefer ^unft 
iji bie ©pifce ober ber aJlittet|)unft ber mä)t. g8 feien 
fl, b, c feine ßoorbinatenj bie (Sleid^ung ber beweglichen 
ebene ober ber eingefüllten gfad^e wirb fobann 
z — c = A(x — ä) + B(y — b), 

wo A unb B jwei winfiirlit^e Sonpanten ftnb. 9Kan tt^ 
^ält au8 biefer ®Ieic^ung 

dz _ dz_ 

dx~^^ dy~'^' 

20* 



806 XLIV. fl»f#nttt. 

MVdx folgfic^ Qxbt bit ®Iimin<ttioii tiefer beiden (Sonpnntcn 
al§ partielle !E)lffcrentialflIei(^tmg 5er Äegelflät^en, mcnn feütfe 
unter bem affgemeinflen ©eftc^ts^ainfte betrachtet werben, 

SJlan ^ätte bicfe ©leic^ung a\\6) unmittelbar burdj bie 
einfädle JBemerfung finben fönnen, baf jebe berü^renbe 
^btm ber ^-cgclpe^e burc^ btn 2Jlittelpuuft ge^n muf, 
beffen Eoorbinatcn finb a, b, c. 

§. 603. 35ie ©teic^ungen ber ctjarafteriflifc^n Sinit 

werben ^ier 

(jX — ä)dy — {y — b)dx-=^0 

{x -- d)dz — (z — c)dx:^Q 

{y — h)dz — {z — c) dy = 0, 

fie ge^)ören augenfc^einlid^ ben ^rojectionen einer geraben 

Sinte an, weli^e bnrd^ ben ^iinft gel^t, beffen Koorbinaten 

a, b, ftnb. 3Jlan erl^ölt au§ ben beiben Unteren 



z—c 

z—c 



a 



= ß, 



iro a unb ß jwei wiHfürlicfie ßonftanteii bebeuten; unb 
folglid^ wirb baS allgemeine 3ntegral ber (Sleic^ung bes 
vorigen §., ober bie Olcic^ung einer jcben ^egelffätfie 



z 






worin cp eine witifiirlidje Function bejeii^net. 

Solan !ann biefe ©Weisung auc^ unmittelbar herleiten, 
ajlan bemerfe nämlic^, bc[^ wenn ein ^unft fxc^ auf einer 

Äegelffat^e bmz^i, bie beiben SSerMltniffe ?^ mb ^-^ 

Z'~~C z ~~~ c 

conflant bleiben, fo fange biefer^unft eine gewijfc ©eiten^ 
linie nic^t üerläft, bap fie bagegen beibe ftc^ üeränbern. 



»enn 5er in Siebe fh^enbe ^unft con cittei: ©eitenlime jti 
einer anbern ilfecrge^t. 3)iefe SSer^ältniffe bleiben atfo con* 
jlant ober üeränbern ftc^ gleic^jeitifl, unb jtnb mithin gunc:^ 
tiouen von cinanber fftr nHe SBert^e üon x, y, z, lücfc^c 
ber ©(eic^ung einer ^egelfTdi^e ®cnäge lelften. 
§. 604. I)le Oleic^un.9 

flfiW burt^ !55itfercntiation in SSejug auf x unb y 

tüoraua folgt r^ — i*=0, welche Stetation allen abmidfeU 
baren Stächen angehört. 2Jlan Fann [;ier biefe[b.e Semer^ 
fnng ntad^en mie im §. 599. 

§. 605. Söenn in ber allgemeinen ®leid)ung 









bie ?5unction cp bnrc^ bie SBcbingung bejlimrat werben folT, 
baß bie Äegeipädje burc^ eine gegebene 6nrüe ge^e, bercn 
©leic^ungen ftnb x(a?, y, ä) = nnb i|>(a?, y, z) = 0, fo 
miiffen bie ©leic^nngen ber erjengenben ßinie sngleic^ mit 
bicfen beiben ©leicbnngen bejlcljen. SBenn man alfo bie 
üier ©lei^nngen anfjleHt 

X (J?, y, ä) = 



= a 



z-c 



tp(a)^ 



nnb baraiiö bie ®rö|en x, y, z eUm'inirt, fo bleibt ein 
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®Iet(^utt0, 5ie man mit f[a, «p (a)] = bejeit^ucn fann. 
iDie Olcic^uug ber ßtfut^ten ^egelfTäc^e tüirb mithin ^ 

§. 606. SBenn bic gmution cp burd^ bic SBcbingung 
befHmmt werben foff, ba^ bie Äegelpt^e eine gegebene glätte 
berühre, beten ©leic^ung ijl X{a;,yz)=0, fo erfennt man 
tele im §. 601, ba^ man eine jireite ©feic^nng '^(jr^y,^) 
=0 ber ©erü^rungSfinie erl^ält, wenn man bie2Bertl^e ton 

rr- nnb ^ ans ber gegebenen ©lei^ung x {^f y, ^) = 

dz 

nimmt \mb biefelben in bie X)ifferentialglei^iing (x^a) ^ 

dz 

+ (y— 6)^=Ä— c fnbflituirt. 3!)ieÄnfgabe wirb bamit 
auf ben Sali beS vorigen J^aragrapfjen jurfitfgefür^rt. 

§.607. gine 9lotation-8fräcl)e ijl bie eiuljüttenbe Släd^e 
beö bnrdj eine Äugel bef^riebenen 9taum*8, wenn ber SJlits 
tefpunft berfelben \xij auf einer geraben ßinie bewegt, weft^e* 
bie Sfc^fe ber fjläc^e ift, nnb i^r ^albmeffer ^ä> nai) irgenb 
einem ©efefee t?eränbert. 3)ie gegebenen Ofeic^ungen ber 
9fc^fe ber ^läd^e feien 

X = Az -]- a 

y = Bz + *. 
Die ©leic^ung einer ^ugel t?om §älbmeffer r, beren SDlittels: 
punft auf biefer 9f(^fe fiegt,. wirb fobann 

(a? — Az — ay + (y — Bz — by + (ä-z )> = r\ 
wo a?, y, Ä bie Soorbinaten eines beliebigen ^unftö ber 
Äuger bebeuten. 3)iefe ©teic^ung gebort alfo ^ier ber ein^ 
gebüßten Släc^e an, unb z unb r finb bie beiben wiHfiir:: ^ 
fielen (Sonflanten, weld^e fo benimmt werben fönnen, ba^ 
man irgenb eine beliebige eingepOte glätte erhalt. S)iffe:= 
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rrntürt man bie genanntt ®Uxi)m\Q in S^ejug ctuf x un5 
auf y, fo lommt 

^ — ^' — ö + C^*^ ^' ) ^ = 

unb J)arau6 i)Cit man bixxä) @[imiuation t?on z 
(y ~ 6 - Bä) I - {x^a^Az) | = 1? (:r-fl) - ^ (y-i) 

al6 particffc ©ifferentiarglci^ung atter Slotationeffät^en. 

2Jlan fann fciefc ©Icitfiung anä^ bmä) 5ic 83emcrfung 
ermatten, ba^ in iebetn fünfte einer 9lotationepd^e 5ie 
berüörenbe (gbene ret^tirinflig flefjt auf ber ajteribianebene, 
b. I> auf ber Sbenc, mlä)t bmä) bie 9fc^fe ber Slät^e unb 
ben in Siebe flel;enben ^unft gelegt ivorbeit ifl. 3)ie ®rei:= 
(Jung einer 2Jteribianebenc, wel^e burd^ ben ^unft ber 
3Iä(^e ge^t, beffen Soorbinaten fmb x, y, z, fann barge^^ 
jieHt werben burc^ 

z'-« = if(^'-a?) + iVfy'-y), ' • 

tt)o bie Sonflanten M unb iV fo ju befHmmen finb, baß bie 
Sbcne gleid)fan8 burcfe bie Sfc^fe ber ffläci^e ge^t. S)icfe 
83ebingung liefert bie jtreite ©feiAung 

z - z = M{Az ^a — x)-\-N(Bz -^b — yX 

xozXijt für Jeben SBert^ Don. z ©üftigfeit beljaften mup* 
©ie jetfällt alfo in bie beiben ®Ieict|ungen 

\ = MA-\-NB unb — z = if(fl — ir) + iV(6 — y), 
a\\^ benen folgt 

y x^a-Az 



B{a^x) - A{b^yy 



*r.+ i<^X+l = 05 
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unb biefel&e wirb rci^tirmffig auf btx 8Jlcribiane6enc ftc^en^ 
wenn man bie fficjicßung 5at 

fe^t man aber hierin für M unb N bie gefunbenen SBert^e, 
fo ^^t man lieber bie obige ©tei^ung. 

SJtan fann biefefbe Oleii^ung aud) au8 ber allgemeinen 
giflcnfc^aft ber 3lotation8fräc^en herleiten, tvtl^t t^axin öe^ 
fte^t, ba^ bie Slormale eine8 beliebigen ^wnftS btrSIät^e 
immer bie 9fd)fc trifft. ®ic @Ieic^ungc|t btr Sftprmale jlnb 
allgemein 

op'—^ + %{^'—^) = 

m 

eö muffen alfo bie nämlichen SEBcrtCje üon s, y', z', gugleid^ 
biefen ©Icic^ungen nub benen ber Sfc^fe ©enüge feijlen. 
aßenn man nun o?', y, z au8 biefen Dier ©leid^ungen 
eliminirt, fo erhält man mieber bie 'in 9tebe fle^enbe pa?«? 
tieffe !DijferentiargIei^uug. 

§. 608. Xie Integration ber ©leic^ung 

(y^b-^Bz)^-^ix-a^Az)f^=Bix^0)-^4{y-b) 

ifl üermögc ber §§. 478 2c. abhängig üon .ben ©feie^ungen 
(y — b — Bz)dy'{'(X'-a — Az)dx = 

iy'-b~Bz)dz — [B(x — a) — A(y~b)]dx = 
'-'{x^a — Az)dz—[B{x^a) — A{y — b)] dy = 0, 

welche ber cCjarafteripifehen ginie angefroren. j)icfe ®Iei:^ 
Carnigen fönnen nid)t unmitterbar integrirt werben. JBenn 
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man- aber bie Reiben (e|term' abbitte tiac^bem man bvt erfh 
mit A unb bie jtreUe mit B mn[ti)}Iicirt ^at, unb iDenti 
man fte ncd^mals abbitte naijbtm man bie erfle mit x-^a 
unb bie ^ti\t y--h multi)2licitt l^at, fo erf^ält man 

ulrfj? + Brfy -f rfz = 
{x — fl) rfo? -f- (y — h) dy -f- ^^ = 0, 

unb baraud bnrc^ Snttgration 

Ax '\' By +J5 = a 
{X - ay + (y -^ b)^ + ^' = ß/ 

wo a unb ß jtrei lüitifürlitfje Eonftauten fiub. !Die eine 
üon biefcn ®lei(^ungcu ge[;ört einer beliebigen ©bene an^ 
wcfc^e auf ber gegebenen Sf^fe ber 9tütation8fIä(^e rec^t« 
njinflig jle^tj bie anbere einer. Äugef t?on beliebigem 
$aI6meffer, bereu Sölitte^ninft bie (Soot&inaten a, b, 
l^at b. ^. mit bemjenigeu fünfte jufammenfättt, tvo biefe 
Sfc^fe bie gbcne ay trifft, ^an erfeunt alfo, ba^ bif 
c^arafterifüfi^e 8iuie immer ein Ärei6 ift, beffen aKitter|?unft 
in ber 9C(^fe liegt unb beffen ßbene rec^rüinflig auf biefer 
Sft^fe Pe^t. UeberbieS er^iält man al8 allgemeine ©leit^nfl 
ber 9lotationöfrä.d)en * 

{x — ay -}- {y — by -\- z^ — if {Ax-^ By '{' z). 

ttjo (p wie bisher eine wiHfürti^e fjanction bejeiibttet. 

2)lan finbet biefe ®Iei(^ung unmittelbar burt^ bie 83e;» 
merfung, ba^ tnenn ein ^unft auf ber Stätte fic^ bewegt^ 
o^ne eine bejHmmte c^arafteripifc^e 2inie ju Derlaffen, b. ^; 
p^ne au8 einem beflimmten ©Quitte, ber ret^tminffig jur 
Sfc^fe liegt, ober einem bejHmmten ^araHelfreifc ^erauaju* 
flehen, bie beiben ©rö^n ila? + %+^ ^i«^ (a? — a)*-|- 
(y — ^)* + ^* conflante SBertfje* befjalten, wä^renb biefe 
©rb^en ftc^ beibe änbern, tüenn ber^unft üon einer cfiaraF^ 
terifKfc^en ßinie ju einer anberen übergeJ^tj woraua folgt, 
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ba^ bit eine üon tiefen ©rö^en not^menbig eine Function 
btx anderen ifl. 

§. 609. 5)ie »iflfürlic^e Snnction ep in ber üotfle^em: 
ben ©feid^ung fann bxixi) bit 83et)ingnng beflimmt werben, 
ba^ bic Städte bnxä) eine gegebene ßnrüe ge^en foK, beten 
®leic^iingen fmi x {x, y,z) = unb i|> (a?,y, z) = 0, b. 1^. 
ba^ bieStöd^e foH befc^rifben gebadet tüerben burc^ Umbre^ung 
biefer ßntüe um bie 2f(^fe. 35a ^ier alle d^arafteriflift^en 
Sinien bic gegebene ßurüe treffen muffen, fo muf eS SBert^e 
üon üp, y, z geben, welche gleicfijcitig ben üier ©leic^ungen 
©enüije teiffert 

X (^, y/ ä) = 

iir -j- 5y -j- J5 == <x 

{x — a)* + (y — 6)« + ^^ = ^5 (")♦ 
Gliminirt man aber a?, y, z au6 biefen ©tcic^ungen, fo 
bleibt eine fftelation jwifc^en a unb q)(a), bie man mit 
/*[a, (p(a)] = bejeidjncn fann unb bur^ weld^e bie Func- 
tion tp beffimmt iff. 2)ie ©feic^ung ber gefud^teni5Iäd^e 
wirb fobann 

/'[4^ + l?y + Ä, (ar — a)« + (y - t)» + Ä»] = 0. 

§. 610. ©ie wittfürlidK Function in ber ©feic^ung 
beS §. 608 fann auct) burc^ bie SBebingung beffimmt wer^ 
ben, \io^ bie fftotationöffädje eine gegebene Städte einfüllen 
foll, bereu ©feid^ung iff x {Pi Vi ^ = 0, b. ^. ba^ fte burc^ 
Umbref;ung biefer Ffäd^e um bic Sfdbfe foH befd^ricben ge^ 
b^^\ werben. 68 iff ffar, \iO.% bie gefud^te 9lotation8ffäd3e 
bie gegebene Städ)e berü^Ten mu^, unb \io<% man eine jweite 
©teid^ung »ber aSertt^rnngSfinie ert^alten wirb, wenn man 

dx> dz 

bie SBertrje üon j- unb ^ au9 ber ©feie^ung x(^,y/ ä) = 
nimmt unb biefclben in bie SDifferentiafgleit^ung 
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fubflituirt. es fei H>(x,y,z)=0 bqft gicfultat tiefer @u&:= 
fHtiitionj ber weitere SBerlauf 5er {Rechnung wirb fobann 
wie in bem üorigen Paragraphen. 

SStnbf(^iffe %Uä}tf befc^tieben burc^ eine horizontale gerate 8tnie, toelc^e 

. immer bur^ biefelbe SSertifale gel^t. 

§• 6t L 9Jtan benfe fxä) bie @bene xy ^orijontal imb 
bie 9[(^fe ber z üertifal, unb betradite bie fJfät^e, welche 
buri^ eine gerabeßinie befc^rieben wirb, biebejlänbig ber6bene 
xy parattel "bleibt unb burc^ bie Sfc^fe ber z Qtfjt !t)iefe 
glätte wirb im affgemeinen ju ber ®attnng ber winbfc^iefen 
Stächen gehören, inbem |te baQ allgemeine ^ennjeit^en ber* 
felben trägt, ta^ je jwei auf einanber folgenbe Sagen ber 
erjeugenben geraben Sinie nic^t in berfelben ßbene enthalten 
pnb,, o.ber, wa8 baSfefbe fagt, einanber nic^t fcbneiben. 

9Jtan betrachte juerft bie ein^üffenbe Släc^e be8 bure^ 
einen S^Iinber com §albmeffer r befc^riebenen 9laumS, ins 
bem bie ?fc^fe biefe8 S^finberö befiänbig ber ßbene xy paxaU 
lef bleibt, unb Snxä) bie 2ft^fe ber z ge^t. 3)ie ®Ieirf)ung 
biefeö S^IinbcrS ober ber einge^tifften Stäche ifl 

wo a unb c bie beiben wiOfürlic^en gonflanten fmb, ton 
benen bie erjle bie Xangente be8 2BinW8 bejeid^net, ben bie 
Sf^fe be8 6t;Iinber8 mit ber Sbene xz einfdjlie^t, unb bie 
jweite ben STbjlanb biefer ?fcye t?on ber 6bene xy. ©übet 
man bie beiben Differentialgleichungen, fo fommt 
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unb baxaxi^ erhält man unmittelbar 

ober 

-|- a _ = 0, irorau8 a = — 



rfiF * rfy ' — Ate ' 

»etiler Söert^ in bie ©fci^unfl ttx eingefüllten glöc^e fub- 
{lituirt merben mu^. ^ber tcenn man btn $al6meffer r 
imenblic^ f(ein annimmt; in meld^em tfade bie ein^üKenbe 
gläd^e be8 bure^ bfn ß^linber befc^riebmen fftanmeö mit 
ber gefugten minbfj^iefen gläc^e jufammcnfättt, fo barf man 
in biefer ©leic^nng bie ©lieber (z^cy nnb r* t?€rna(%« 
läffigen 5 biefe(be t^ermanbelt ftd> alfo, wenn man barin für 
« btn üorflei^enben ®ertb fe^t, in 

dz . dz ^ 

»eld^ee bie partieße Differentiafgleic^unfl ber in Siebe fle» 
^enben minbft^iefen gfäd)e tft. 

SRan fann ju bemfelben Siefnltate ancft birect gefangen, 
wenn man ton einer aßgemeinen ©igenfc^aft ber winbft^iefen 
Uläc^en ausgebt, welche barin befielt, baß- bie berütjrenbe 
6bcne in jebem Ranfte einer folt^en SWt^e bie ergengenbe 
gerabe ginie in flc^ entbölt, meiere bnrc^ biefen ^unft ge^t 
35ie aHflemeine ©leie^'ung ber bertt^renben &btm iji 

man jer^ält atfo 

af8 ©feic^ung be8 Dnrc^f^nittö biefer ©bene mit einer burt^ 
ben SSerü^rnngSpunft gelegten ^orijontalebene. Xia aber 
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liefet 3>uv^d^nttt ntc^td anberel ifl als bi? ergettgeitbe Sinie 
felbfl, welche bie 2f(^fe ber z treffen foH, fo mu^ i^rer ®fei* 
(^ung and) bmä) bie ®ert^e a;'=ÄO unb y'=0 ©enüge 
gefd^e^en, unb bte6 gibt tüit oben 

§. 612. S)a8 allgemeine 3ntegral bicfet ©feid^ung er* 
^ält man butc^ $t{fe ber beißen ©leie^ungen 

h>c a unb p jt^ei n;tllfiltlii^e (Soirftanten finb 5 unb- bieö gibt 
für bai gefut^tt Sntegral 



= * (0 ■ 



»0 <p bnS 3ei^en für eine miDfürliti^e SJunction iff. 3u 
berfefberi Oleic^ung fü^rt auc^ bie unmittelbare SSetraditung 
ber t^araWeriffifc^en ßinie, toüijt immer eine ^orijontafe 

gerabe ßinie ifi, bereu Ofeidjungen finb - = a unb z = ß. 

§. 613. SGBenn bie lüiDfürlit^e ??unction fo befHmmt 
werben foll, ba^ bie tüinbf^iefe Sfädje burc^ eine gegebene 
(Surüe ge^e, bereu ®Ieic6ungen fmb x(^/y, ä) = unb 
^(^/ Vf ^) = 0, fo läpt [xä) mie oben erfennen, ba^ man 
iT, y, z au8 bcn üier ®Iei(3^ungen eliminiren mu^ 

unb bflf , wenn man mit /"(a, ß) = bai 9lcfultat ber 61U 
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ntination tejeiti^net, bie ©leid^unfl brr gcfuti^tenfjläc^c fein 
toixb 



fß' ')=<>■ 



§. 614. Sßenn mblii) bie miOrürlic^e Function fo it^ 
flimmt »erben foff, baf bie in Siebe jle^enbe »inbf^i'efe 
Städte eine gegebene Stäche terü^re, beten (Sleic^ung ift 

x(^/ y, ä) = 0; fo lüitb.man bie aSBertl^e-tjon ~ unb ^ aud 

biefer ®(ei(i^ung nehmen unb biefetben in bie S)iferential' 

gleit^ung ^^+^7" = fubjKtuiren. SSlan erhält ba^^ 

« 

burdö eine jmeite primitive ©leic^ung ^{x, y, z) = 0, »el^e 
ber 93erü^rung8linie angel^ört, unb bie 9fufgabe ifl bamit 
auf bie beS Dorigen Paragraphen jurütfgefü^rt» 



3ttfäfee, 



IIL SDte enUr^fc^ett 3ttte0¥ale. 



1. ßegcnbre ^at mit ber fBenenmmg (Suler'fc^c Snte:? 
gralc ber crjien unb ber jWciten 5frt, bie beiben folgenbcn 
3ntegrale bejeid^nct 

y-^i roo 

J ^ 

roelc^e l^äufig in ben Sfntvenbitngen Dorfommen unb mit benen 
®nlcr pc^ Diel beft^äftigt ^atj p, j, n bebeuten beliebige 
pofttiDe 6)fponenten. SWan bejeid^uet gewö^nli^ baö jweite 
Don biefen Sntegralen mit r(n), fo ba^ man ^at 



r(n)=/ e-'ir»-*<te. 



©e^t man e ' = z, ober a? = y>, fo ^at man au(^ 

r(«)=y^'(/.i)-^=2y^"e-'-/-'^. 

3)ur(^ ffnwenbung ber Integration burd) Steile finbet 



man 



folglich wirb innerl^alb ber ©rÄnjen « = unb a? = cx> 
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e-'ar-'dx±=- I e-*3S^dx 
«Jo 

r(«) = !Ml), ober r(»»+l) = nr(«), 

SScrmittelfi bicfcr |?ormcI fann man bic SBcrtl;c bet Function 
r(n) für beliebige SBcrttje üon n berechnen, fobalb biefe 
9Bert[;e für « < 1 befannt finb. (So erljält man nat^ unb 

r(2)= r(i) , 

r(3) = 2r(2) = 2.i.r(i) 

r(4) = 3r(3) = 3.2.i.r(i) 



r(n) = (n-l).(w-2)....3.2.1.r(l)5 
aber e8 ip 



J 



r(i) 

. .>' 

folfllid) 

r(n)== 1.2.3, ...(n-1), 

too n eine beliebige goitje 3<)^I bebeutet. 

(gbeiifo ftnb^t man 

r(|) = i r(i) 

r(|) -= 5 r(|) = f . i . r(i) 

/'2fH-lN 2«-l 2n-3 . 4 i p.n. 
■■•V ty j —*' " 2 • 2 2*a*v2/') 

aber man l)cA 

reo ^ 

(m. f. §. 358) 5 felglitf) Äffgemein 
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p/-2n+l\ _ 2«-l 2n-3 ^ j, i/- 

2. 35a0 ©ulcr'fdje antegral 5er etflcn Sfrt M^t fd^ 
immer mit ©iUfe ber folgenbeii gormel burc^ bie gunction 
r auöbrüdCeu 



/ af-' {l-xy^' dx ^ 






3)iefe Don 6uler gefanbene gormel fann man mä) ^ciffon 
. bur^ bie Setrad^tung boppelter Sntegrale auf folgenbe Strt 
bereifen, gjlan multiplicire mit einanber bie beiben ©tei^ 
(jungen 

Tip) = 2 e-^^y'P-'dy 

J 

J 

unb beachte, ^C(% baö ^robuct auf ber redeten ®eite glei^ 
ip bem SBierfat^eri bei boppelten 3ntegral8 t?on 

»0 bie ®ränjen ber Sntegration für beibe aSerftnberlic^e 
iinb CJO ftnb. 9)lan l^at alfo 



r(p) r(}) 



= 4 / / e"^"^^ y'^-' x'^-' dydx. 



SBenu man nun x unb y wie ret^twinflige Soorbinaten an^ 
pe^t unb benfelben eine britte Soorbinate z, re&twinnig auf 
izw beiben erfleren, ^insufügt, fo bebeutet ba8 Dorfle^enbe 
boppelte Sntegral eirt innerhalb beS 8Bin!el8 ber pofitiüen 
Soorbinciten^ enthaltenes SSoIumen, welches begränjt wirb 
twx&j bie ©benen xy, xz, yz, unb bie Stätte/ bereu ®Iei* 
c^ung ift 

9laüier, 2)iff.* unb Suteflvalr. II. S9anb. ' 21 
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S)er 9(u85rutf für biefeS SSoIumcu Snbert feine ®e|lalt, 
tctnn man flatt ber rec^tkDinnigen Soorbinaten x unb y bie 
^olarcoorbinaten r unb w einführt, inbem mon fefet 

x= r cos w, p = r sin w. 

!I)q8 SIement bea SSoIumen »irb fobahn «.rdr Jw, unb 
man mu^ inteflriren gmifc^en ben ©ränjen 

u) = unb ^ = 2* ^ = unb r = c». 

gjtan ^at alfo iefet 

r(p) r(5f) = 4 / I \.rdr rfw, 

ober ttjenn man für z unb fobnnn au(^ füry unb a? i^re 
aöert^e fefet 

r(p)r(j)=4 / / ^-^r'^^^-^sinw*'-* cosa)*»-*rfrrf(o. 
J ^ 

Xa^ bopptlU Sntegral auf ber rechten @eite biefer 
©leit^ung ifi ein ^robuct jtoeier cinfatteu Sntegrale, Don 
benen ba^ tim, nämlic^ . 



/ e-^ r*^«>-* dr 

J 



ben Söertt) ir(p+y) ^at, unb baa anbere, nämfi4 

I sin «*' * cos ü)*^ * rfw 

fi(i^ Derroanbeft, wenn man sin w = K^fefct, in 



./ 



68 folgt barmie, bajf 



mithin f)at man 



'/. 



tüclc^cs bie obifle guler'ft^e Sormel ifl. SJlan erfeimt auS 
biefer Sotmel, baß baS guler'fc^e Sntefltal ber erpen Sfrt 
eine fömmetrifc^e Sunction ber beiben Parameter p unb q 
ijl; Don benen es abbängt. 

3. Xiurc^ Seraffgemeinerung ber (Suler'fc^en gormeC 
[;cit ^iri^Iet neue 9tefultate gemonuen. @r bttxaijM ba^ 
Sntegral 

in melc^em bie SBeränbertit^en x, y, . . . . z afit pofitiüen 
Sffiert^e anneljmen foHen, bie ber Ungleitfeung ®enüge Ceiflen 

(0'+(D' +••••+©'<'- 

tooa,b,...c,a,^,...y,p,q,...r pofitiDe (Sonpanten finb, 
Sür biefeS Sntegral pnbet 35iri(^Iet folgenben bemertend^ 
wertfjen 5fu0brudC 

»eichen man nac^ feiner Sfngabe auf mehreren SBegen et^^ 
galten faun, unb welcher eine große SJlenge t)on Jftefultaten 
in 83ejug auf bie ©eflimmung ber SSoIilmina, ber ®ijtotx^ 
pnnfte, ber S^täg^eitSmomente 2C. in ftc^ fii^Iießt Solan fann 
biefe Sormel bemeifeh »ie folgt. 

21* 
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4. aßfln fefce juerfl für (Jj, (£)', ...Qy «n 5« 
©tettt refp. «, y, z-^ wnb folgli^ für dx, dy, ... da 



««;~'j« p„r~'A, 1. — ' 



1 

an bie ©teile refp. - o?^ dx, ^ y* dy, ^ä '' rf«. 

@obann ^at man 

worin 

U = fJ....sJ y^ ....ä'' 'dxdy....dz, 

fo ba^ 1/ ein Sntegral t)on berfel6en gorm bebeiitet itie F, 
in welchem aber x, y, . . . z alte pojltiDen SBert^e anne^^ 
men muffen, bie ber Ungleit^ung genügen 

a? + y + — + Ä< 1- 
©efct man nun jnr SBereinfa^ung 

^ — i * — / ^ — « 

p g ' f> ' f 

fo fommt 

U=ff....fa*'W.^^^'"'dxdy...dz, 
unb ed b(eibt ju betteifen, ba^ man [}at 

- r(Ar)r(0>...r(m) .„ 

*^ ~ r(l+A:+/+.,..+iii)- ^^^ 

5. 35ie Sormtl (2) ifl tiAtig, tuenn man nur eine 
äSeränberli^e x ^at^ benn oldbanh wixb 



J.O * 



r(*) 
r(i+*)' 



©eenfo bleibt bie Sormel (2) richtig für jwei SJerän* 
berücke x iinb y. S)enn in biefem Scille fann man f^reiben 
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J ^ J J Q 

\\\\b ia man na&i ber 6«Ict'f(^cn Sormcl \)C{\ 
fo Wirt) 

r(Ar)r(i+/) _ r{k)rii) 
^ — ir(i+k+i) — r(i+*+o- 

6. SJtati ne^me iefet an, U fei ein fcreifat^eS Snteflral, 
fo ba^ man fd^reiben fann 

U= f a^-' dx/y^" dylxT-' dz, 

J J J 

ft3ü yi unb Zi refp, bie ©ifferenjen 1 — j? unb 1— a?— y 
bejeic^nen, fo baß man ^at 

1 — a? = yi, Vi - y = Zi. 
Sü^rt man bie neuen SSeränbetlit^en u unb t? ein, unb 
fefet 

y = t'yi, Ä = »Äi, 

fo werben bie gemeinfd^aftlic^en ©ränjen t)on ti unb v qUHj^ 
faEd unb 1 rcetben, unb man f)at 

U= f x^'' dx f fi"' y/ du f r"-' z,^ do, 

J J J 

ober weil 

y^ = 1 — a;, z, = y, — wy, — (l—x) (1— ii), 
fo wirb auA 

J J J 
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a5lc Sntegrationen in ffiejiig auf bie üerfd^icbenen SBcrän« 
berücken fönnen je^t undbfyängig Don einanber audgefü^rt 
werben i unb ba man f)at 










/ (1 t^J ^«'-rci+z+m) 



1 



-1 j. nm) 



^ «Xl+m)' 

fo Wirb enblid^ 

rr_ r(^)r(/)r(iii) 

übereinfiimmenb mit t>er gormel (2). 

SBenn in bem Sntegrate U oier unabhängige SJeräu:» 
berlit^i oc, y, z, t üorfommen, fb fann ber SBertl^ biefeö 
3ntegra(9 noc^ auf brmfetben Sßege erhalten werben, ^an 
benft jlc^ nämlic^ bie Sntegrationen naij einanber in SBejug 
auf t, Zf y, X ausgeführt, unb fefet 

1— a? = »i, yi—y = ^i, zi-^z^h, 
fo ba^ bie ©ränjen für bie SBeräuberli^en t, z, y, x refp. 
<tnb unb ti, unb Zi, unbyi, unb i. fjü^rt man 
nun fiatt /, z, y neue SBeränberlid^c ein, welj^r a\\ bie t)o= 
rigen burc^ bie fSebingungen gebunbeu fmb 

y=^uyi, z = vzi, t = f€ti, 

fo werben bie gemeinfc^aftüc^en ©rängen für biefe neuen 
aSeränberlic^en unb 1 fein. Semer ^at man 
yi = l-^, z, = {i—iv){l^u), ri=(l— a:)(l-i«)(l-c)i 
folglich fönnen bie SJerönberlit^en x, u, v, w getrennt wer:= 
beU; ober mit anberen SBorten, ba6 üierfat^e 3ntegral U 
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jerfäKt in ein ^robuct oon t)ier einf ad^en integralen/ bie 
fic^ fämmtlit^ mit §ülfe ber Suler'fc^en Sormel burt^ bie 
Function r auöbrütfen laffen. 35iefe8 SJerfa^ren flilt 00== 
gemein unb fü^rt bei jeber beliebigen Sfnjal^I ber SBerän* 
berlid^en x, y, 2C. jn ber Formel (2), bie mithin bewiefen ijf. 



IV. Ifnoettal^erte S^erec^titttig bed f^robuctö 1.2.3.4 x, 

tvetttt X fel^r Qtof i% 



1. a5ie ajlettjobe, »eld^e ^ier befolgt werben foll, um bie 
ju biefer S3erec^nnng bienenbe ©tirling'fc^e f?ormeI abju- 
leiten, §at t)iel 2fe^nlic^feit mit bem SBerfa^ren, weld^es ^a^ 
croi^ angemanbt ^at (m. f. beffen Trait^ äl^aientaire du 
calcal diff^rentiel et da calcol integral §. 435)« 3)iefe6 
aSerfol^ren ge^t baranf l^inauS, ben 8ogarit^mn§ beS ^ro* 
bucts 1 .2.3. 4....a? ju fu(i^en nnb berufjet mif ber be* 
rannten Bormel üon SEBaÜie, §. 352, 

3t 2 Ä 4 4 2j? 2a? 

2~T3'3*5 2J^ 2547 

ütrmöge beren bie (Srbße 

2/2 + 2/4 + . . . + 2/(2ir— 2) + /(2a:) 

— 2/1 ~ 2/3 - ... - 2/(2a:-3) — 2/(2a;— 1) 

ji(^ auf 1% — 12 rebucirt, wenn x = 00 genommen wirb. 
§ier foII aber biefe§ SSerfa^ren tjerüofffiänbigt werben, in* 
bem fit^ jugleic^ eine obere ©ränje beö Setters ergeben 
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tcixb, ben man bei ber angenäherten 93ere(^nung t)on 
/(1.2.3.4.*..a?) befle^t. 

2. Sür jeben pojitiöen SEBert^ Don z f)at man 






— OS 



« *»/ (1) 



foIg(i(i^ Keim man mit dz multiplicirt unb barauf integrirt 

/.= r'ifl!^!!^. (2) 



©efct man Ijierin nadj unb nad^ z = i, z = 2, z = 3,.... 
z=^x, unb abbirt bie Stefultate, fo fornmt 

/(I.2.3.4....;.) ^J^t=^Q, - 1-=^). (3) 

SRittjin ift bie Dargelegte Sfufgabe barauf jurütfgefü^rt, bm 
SCBert^ bee beflimmten 3ntegral8 ju finben, wcft^es bie rechte 
©eite ber ©leit^ung (3) enthält. SJlan bejeit^ne biefeö 3n» 
tegral mit u unb betrachte a^ toit eine continuirUc^e SBer« 
änberlid^e. S)ie Differentiation gibt fobann 

3. !©ie Function ^j;^; welche ben Soefficienten t?on «""* 

bifbet unb jur Sfbtürjung mit f(a) bejeit^net »erben mag, 
Iä|t flt^ in eine naii^ jleigenben ^otenjen Don a georbnete 
Steige entwitfefn. Differentiirt man nämlid^ mehrere aJlale 
nat^ einanber bie ®(ei(^ung 

(«a — 1) /(a) = a, 
fo erhält man 
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(«« - 1) /-(a) + e« /•(«) = 1 

(«« - 1) r(«) + 2e" /'(«) + <'" A«) = 

(«" - Df'C«) + 3cY'(«) + 3e" /'(«) + e«/(a) = 

woraus, wenn man a = fc^t, o^nc (Scfamicrigtcit folgt 

A0) = 1, r(0)=-i r(0) = i, n. 
!I)ic 6cibcn erflcn ©lieber ber gntteitfefung Don f{a) nai) 

ber 2}laclaurin'fe^en Steige fmb alfo 1 — |5 «nb bie folgen- 

ben ©lieber Wnnen nur gerabe ^otenjen üon a enthalten, 
beim bie ©ifferenj 

ifi glei^ ber §8Ifte üon 

a _ o 

e — e 

unb folglich, ba biefe Function bur^ bie STenberung beS 
JBorjeic^enö Don a feine Sfenberunö erleibet, eine gerabe 
Function Don a. 

2)ie attgemeinen JBert^e Don /"'(«) unb f "(«) fmb 



e 



^■("> = (PCI^ K"-2> "" + « + 2] 



e« 



^"("> = - ^?CI^ K"-3) "'" + 4ac» + a + 3]. 

3)a nun bie SSeränberli^e a ^ier > DorauSgefefet lüirb, 
fo lä^t fid) beweifen, ba^ bie erfle Don biefen beibcn bcri- 
Dirten Functionen ttflänbig pojitiD unb bie jweite beftän^ 
big negatiD ift. 

SJlan fefre nämlid^ erfienS 

P==(a-2)e"-f-a + 2, - 
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fo wirb 

_=(a-1).« + l, 5^ = a.«. 

t?flr jeben SBcrt^ üon a>0 [)at man ^iernat^ ZT^^5 

mithin nud^ 5^"^ ^ ""^ ^> 0/ ^^"^^ iw5' P iugteit!^ für 

a = ocrft^lüinben unb fobann bci8 Sorjeid^en i^rer beri- 
oirtcn Functionen annehmen. !Darau8 folgt, ba^au(^/"(a) 
eine pofttiüe ®rö^e fein muß. 
?Blan fefce jireitenS 

P = (a— 3) ö*" + 4««" + a + 3, 
fo wirb 

g = (2a~5) e'- + (4a+4) e^ + 1 

g = (4a~8) e'- + (4a+8) .«; 
ober wenn man fefct 

fo Ijat man 

d>p 

fo ba^ bie Reiben Functionen unb -^einerlei aSorjeiti^en 

bejlfeen. 5rtun ftnb Q unb ^ gtutt für a == 0, unb ^ 
wirb > 0, fobalb a ben SBert^ SfluH übertrifft j foIflli(^ oer^ 
^ält ee P(^ ebenfü mit Q unb mit ^, unb mithin finbet 
jid^ biefelbe ©igenfc^aft aud^ bei ber Function P, weit mnn 
r^Qt P = unb ^ = für a = 0. g8 ifJ alfo /"' (a) 
eine negntiüe ®röße. 
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SKiin Pe^t baxaM jugleid^, bajf f (a) eine mit 5en 
tüQc^fenben SBert^en üoit a abne^menbe Function fein muß', 
beren ßrößter SBert^ gleich /"(O), fc. I). glci^ | ijl. 

4. 9lati^ biefer 9lcb*enbetrnd^tiing fe^re man ju 5er 
©ntwicflung Don /*(a) jurücf. 9)lan fann fc^reibcn 

^1 ='""!+*' 
unb barin bebeutet iZ^ ie nac^bem man bie @nttvicfelung 
mel^r ober trenlger weit treiben lüiH, üermöge beö bcfannteu 
©rgänjungögliebeö ber SOlacfaurin'ft^en Steige enttoeber 

ober 

1.2 + * • • • "1" l.2....2n *+■ 1.2....(2n+l) ' 

inbem man ju beachten ^at, ha^ R eine gerabc Function 
Don a fein muß. 3)a8 Beic^cn 9 bebeutet ^ier, loie befannt, 
gan j allgemein irgenb eme jiüifc^en unb 1 enthaltene 3abt. 
©efct man biefen SEBert^ in (4), fo fommt 

du 1 da /^ a _ -cur . a „x _ »^-cwN 

1 > 

ober Dermöge ber Sormeln (1) unb (2) 



*i = te + JL_ r 

dx ~ 2x J Q 



^ Re-'^da 



« 

3)arau9 wirb burc^ Sntegration 



ti = C+(rr + i)te-a:+y^ 






unb blefer SBertlj Don u iji jugleic^ ber Don /(L2.3.4....ar). 
©a wirb unten gejeigt werben, baj^ bie eoHJiante C gleich 

Z(K2F) ip. 
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5. aWan finbet tei^t t)ie.®räitien bee ge^terß, 5cn 
mau buxi) SSernat^Iäjfigung 5e9 @Iiel)c9 



/. 






öuf 5er rechten (Seite btx üorjiefjenbeu ®Iei(^ung begeljt. 
3)enn ba man öat 

ay'(ea) 

fi = — ^ — ' 

fo Deriranbelt ftc^ biefeö ©lieb in 



Vo 



"^ e-^* f\Qa)da. 



m i|l atfo poptiü fltcic^tüic bic Function /"(Oa). Unb ba 
man ^a\ /"'(ea) <i fo ijl e8 flciner alQ 

1 



nOÜ 



e ^da ober 



I2ar* 

©enn man atfo mit |li irgenb eine jwift^en nnb 1 
entfjaltene 3a^I bejeit^net, fo fann man fdjreiben 

6. SBenn man fefet 

_ a'r(0) , , «V"(0) . a'*+y'*+'(ea) 

1.2 ■^" ' 1.2...2n ' 1.2....(2n+2) ' 

fo wirb ba8 ®Iieb 

«^ 

bie ©eftalt annel^men 

■2r + • • • • + 2n(2n~l)ar»»-* "^ Jo 1.2....(2n+2) > 

nnb will man l^ier eine obere ®ränje für ben abfotnten 
SBert^ beß Sntegralö ^aben, oon weltl^em ea abbängt, fo 



r 
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reitet e6 ^iii, für /'*+'(ea) bae abfolutc 2JtaFimum M üou 

/*"+'(a) an bie ©teile ja fefcen, worauf bie Sntegration 
ausführbar wirb. 

7. 3ur tBcjHmmung ber (Sonpante C bringe man bie 
©leid^uug 

/(1.2.3.4....a?) = C + (a?+i)te* - a? + ^ 

auf bie gorm 

ZI + ß + ö + .•.. + tr = C + (a?+|) ir - a? + 2Cv 

WO baS 3eid;en 2c. ein (Stieb anjeigt, welches für a? = 00 
üerftfeiüinbct. SOlan crf;ätt barauö (eic^t 

9Bei( aber 

fo Ijat man and) 

fö+W+/6+....+/(2^)=C+(a^H)^+«^2— a?+2c. 

©ubtra^irt man biefe ©teic^ung üon berjenigen, welti^e bie 
©umrne ber ßogaritljmen ber natürlichen Balten üon 1 bis 
2a? gibt, fo erhält man 

/l+ö+fö+....+Z(2ir— l)=a?lr+(ar+-i)ß — a? + 2C. 

©ubtra^irt man aber ba9 ^Doppelte biefer neuen ®Iei(^ung 
üon bem Stoppelten ber vorigen, fo fommt 

2/2 + 2/4 + 2/6 + .... + 2/(2ir— 2) +/(2ir) 
— 2/1 — 2/3 — 2/5 — .... — 2/(2ar— 3) — 2/(2a?-l) 

= 2C— 2/2 + lt., 

fo baj^ man enblic^ mit §ütfe ber oben angefüf;rten gormel 
l7on Sßadia finbet, inbem man x unenblicj^ grop werben läpt, 

/3t — /2 = 2C — 2/2, 
woraus 

C = |(/jt + li) = iVZn. 
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3um* @(^{«5 mege nod) ermS^nt totxbm, fca^ SBuiet 
biefe 2fufg(ibe uub mctjrerc anberc. üon berfel{)cn Sfrt in 
einem für baS Joarnal de l'äcole polytechniqae befKmm^ 
ten ^rttfe( abge^anbelt f)at 



V. ^ftioenbttttg bev Z^totic btt boppelitn 3tttegraU attf ben 
§5etott$ ettted Sel^rfa^ed bev Klgebra. 



1. SBenn man mit q unb w bie ^clarcoorbinaten 
eines ^nnftö in einer feflen ^orijontalebene bejeic^net, nnb 
mit z eine reelle nnb Oeflimmte ?5nnction üon q nnb w, lüefc^e 
jtrifc^cn.ben ©rätijen unb R für q, unb nnb 2jt für w niibt 
nnenblic^ mirb, fo muffen bie beiben boppeften Sntegrafe 

y^R r%3i r%x rR 

dq I zdv) nnb / do} I zdq 
J J J 

notfjwenbig einanber gfeicft fein, meil fte beibe baöfelbe S3d* 
fumen barftellen 5 biefeö SSoIumen mirb nämlic^ begränjt Don 
ber feflen gbene, üon ber Oberfläche eines geraben ßl^lins: 
berö, ber einen ÄreiS üom §aI6meffer R jur S3apa f)at, 
tüele^er in jener gbene an9 bem SfnfangSpunfte ber Soor* 
binaten alö SJtittelpunfte confknirt morben ip, nnb enblic^ 
üon einer Släifte, bereu üertifate Drbinate für jebeS ©Ijflem 
ber SBert^e ber beiben ©rufen q nnb w burc^ z bar^effellt 
wirb, hierauf gejiüfct, l}at ®anß ben Seweie geführt, *) 
baf bie liufe Seite in jeber afgebraifc^en ©feid^ung mit 
reeDtn Goefficienten 

oj« + ^^«-i _^ l^a?"-' + .... + La? + if = 
t^eitbar iff entweber bnrc^ einen reellen Sactor be9 erflen 

*) (S9 ifl bted ber britte SSrmetS btefed @at}ee Don (S)auf. ^an 
fe^e bte Gominenlatioaes societatis scieDliaram GoUingensis 
recentiores, Tom. III. 



®ra5c8 a? ^ 9 vbex bnxd) einen reellen Factor be9 jtüelten 
@rabe6 a?« — 2a?Q cos (o + q*, fo baß biefe ©leit^unfl im= 
mer irenigilena eine reelle ober imaginäre. SBnrjel beji^t, 

nämli(^ jt Q ^^^^^ q(cos cj -}- V^— 1 . sin w). 

9Jtit anbcren SBorten, eö läßt fid^. ben?eifen, baß ee 
immer reelle SBert^e ber beiben ®rößen q unb w gibt, 
tvtlijz gleichseitig ben beiben ©(eic^ungen ®enüge leiflen 

Q* cos m(o-(- ^Q*""* cos (w— 1) ü)-|- .... -^-liQ cos (o-|- J!f=0 

q" sin m(o + -^9"*^* sin («i — 1) co + ....+^Q sin (o==0. 

2. ®8 feien üorfänfig q unb w nnbefiimmt unb man 
fefce 

f=Q*C08«ti)-[-^Q*~*C0S(m — l)(0-|-,...-[-LQCOS(0-f-Ä' 

ii=Q* sin mw -(- ilQ**"' sin (m — 1) (o -[-.•.. "F" ^Q sin w/ 
fo tüie ferner 

, du dt , rf/ du 

do ^ dq ' rfp " dq 

#" _ ^ _ ^ " ^ _ ??!? 

da " dq' da ^ dq 

Unter R werbe eine beliebige pojltiüe ®röße Derfianben, bie 
jebod^ gri)pet i{} a(d bie größte Don ben ®ri)ßen 

s m 

mÄ'Vz, V mjr Y2, VmCV2, .... VmM'VT; 

»0 Ä, B\ C\ Jf bie abfoluten SBert^e ber Süefftrien:= 

ten Ä,B,Cf — M bebeuten» @obann läßt p(^ jeigen, ha^ 
wenn man q *= fi fe^t, wö^renb ber SBertf) üon w n)illfür= 
lid^ bleibt, bie (Summe ^f' + «*«' einen pofttiüen SBertf 
annehmen wirb. 

Um bieS jn beweifen, betrai^te man bie üier ©rößen ' 
Ä*" cos^ + ^iP"""* COS (x+ w J-|-.... 4- üf cosr^+mw j 

Ä~ sin| + ABT-' sin (j+ co) + .... + J!f sinQ+mw '^ 



/ 
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«/rcosj+(m-l)^/r~*cosQ+w')+...+LÄcosQ+(m— 1>^ 

iiiirsinj+(m-l).4Ä«-*sin(j4.(o^ + ....+LÄsin(^j^ 

welche rcfp. mit T, U, t, If bejeic^net werben mögen* 
' Diefe ®rö§en Pub fämmtlid^ > 0, waö man j. S. für bic 
erpere bemeift, inbem man T auf bie Sorm bringt 

^,[ü+^K2-.cos(j+<o)] 

unb babei fefltjätt, tt)a9 oben über bie ®röf e üon Ä fepge= 
fefct tüorb^n iji. ©benfo wirb man in ffiejng auf bie öbri^ 
gen ©ummen V, T ^ V ju SBerfe ge^en. 

Sinn Ijat man, menn man q = Ä fefct, 

= Tcos rr4" *wo) j -}- ITsinr^-j-ww J 
M = T sin r - -f" 'ww j — £^ cos r T + ^^ ) 
(' = y cos r^ + mw J -|- 17' sio ^7-"^ ^^ ) 
u =^ T sin/—-}" fn(oJ — l/' cosTj-l- «koj, 

moraue folgt «' + uu' = TT -\- Ulf, folgli« ifl tt' +W 
> 0. Sfuc^ fann man bemerten, ba^ bicfelben ®rei(^ungen 
geben t^'U^=T^'\-m, fofglic^ ip für q=ä auc^ r!»+ti»>0, 

3. SJtit ©ülfe biefer SSorbereitung faun man je^t bzn 
in Siebe jle^enben ©afc beiüeifen, nämlic^, b'aß e9 innerhalb 
ber ©räujen 9=0 unb 0=Ä, fo wie o = unb w =2ji;, 



f 
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not^meubig gemiffe SSJert^e t?un q unb o) geben muf, fUr 
trefc^e man gfeic^jeitifl fjat / = nnb w = 0. 

SCBöre bieö nämli^ nidjt ber Sali, fo würbe man fc^ües 
ßcn mflffcn, baß ber Srnd^ *) 

innerhalb ber angegebenen ©rflnjen nic^t nnenblic^ werben 
fönnte,**) nnb baj^ man fofgfic^ fjaben müßte 

9tnn ift 

iu—t'u 



ß 



zdii) = 



lüoüon man ftc^ leitet bnrt^ ^Differentiation überjengenfann^ 
ferner nehmen t, u, t', u für bie beiben (Sränjen nnb 2% 
einerlei SBert^e awy folglich f;at man 

zd{j} = Of 


fo baß mithin anc^ ba8 erjle ber beiben obigen boppelten 
Sntegrale ftd} aiff 9lnII rebncirt, ?fber baB jmeite biefer 
Sntegrate wirb ni^t §yiun. S)enn man Ijat 

tt+uu 



£ 



I zdq = 



l»+fi» 



*) S)tefer SSruc^ if! bad irotiU ^Dtfftrentiaft^er^äftntf ter Sunrtton 
arc lang — ; in SBrgug auf bte betten SSeränberUc^cn q unb o 

nac^ etnanber genommen. SRan fe^e (i(runert*d 9(r(^h> ber ^a* 
t^ematif, SSanb VII. @* 415. 

**) ^le Slnna^me q = mat^t btefen Sruc^ nic^t unenbUt^ , toeif, 
n)ic man leitet erfennt, ber ^artor q auc^ im Säufer enthalten 
tfi unb mithin jlc^ aufgebt. 
(Ra»(er, $){ff.Mmb SHtegralr. Il.SSanb. 22 
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fotflii* 



/. 



trorauö mcitcr 



^ _ Tr+ UV 

' 



'2jt 



unb ia üemöge bc9 Dbiflen baS Clement 

(rr + vu') do 

t 

einen poptitJen äSBert^ ^at, fo ip anc^ biefeS fefete Snteflral 
not^wenfcig >0, Sllfo ifi bie ©leic^ung 



do I zd(j) = / £^0) / 

!/o Jo Jo 



unmögCi*, folgtit^ wirb mid) ber Sönic^ ä innerhalb bei: 
angegebenen ®ränjen ein ober tnet)rere 9Jl(it nnenblit^, tmb 
ba bie6 nur geft^eften fann, inbem / unb u jugleic^ innere: 
\)a\i jener ©ränjen für gen^iffe 2Bert[}e üon q unb w üer=: 
fchminben, fo ijl bamit ber oorliegenbe ©nfe bemicfen. 

4. ©e^t man /q=9 ober q=e^, fo erfennt man 
fogleid^, ba^ t unb ti bie beiben beriDirten fjunctionen, refp. 
inSöejug auf w unb genommen, oon bem nämlichen Sntegral 

^ — m ' «t— 1 ' ' ' 

ber ®Wcf)ung^+-2=0 pnbj fotgli^ mirb, nad^ einem 

t?on Same im Journal de ]*^cole poljtechoique bemiefenen 
©afee, biefcr ©(eidjung audj (Senüge gefc^eljen burc^ bm 
gSert^ (p = l Vt^+ü\ mt\)'m fmb bie beiben ®rö^en 
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einander Qkiäj } unb xl)X gemeinfc^oftlic^cr SBert^ ifl ber- 
jenige bee ^robucta qz. 



VI. Stitegration ditev getotffett Aattttng Hon 
SifferetttialgUiciftiuigeii. 



ea fei 

/'C^. y, y\ tf\ .... y"^) = (i) 

eine !DiferentiaIgIei(i^uiig Don ber JDrbnting n, inbem 

y\ y" t .... y^"^ ^i^ ^»f einanber fofgenben beriüirten Sunt:» 
tionen üon y bebeutcn. 3)a8 ücHflänbige Sntfgraf biefer 
©lei^ung, .tvelc^ed ^ier al6 befannt DorauSgefe^t trirb, iDtrb 
n kciOfürlic^e (Sonfiauten a^i/....c entsaften, nnb bie f^orm 
teji^en y=F(a?,fl,6,....c) ober auc^ n(a?,y,fl,6.,-c)^=0. 
ajlan bifferentiire nun bie beiben Seiten ber ©fei^ung (1) 
in fi3e)ug auf a, unb bejeic^ne baa X)ifferentia(t)er^ältni^ 

4- mit w. ©obann fomrat 
da 

^uM^^j^!fL^^ juJL'^ — a m 

SWiin mürbe biefelbe ©lel^ung erljatten ^aben, wenn man 

patt ^ = w gefefct ^ätte ^ = ti ober ^ = w 2r. «olglic^ 

mftjfen bie beriDirten Functionen Don y, in SBejug auf bie 
n (Sonjianten a, b, .... c genommen, eben fo Diele befonbere 
Sntegrale ber linearen ®(eidjung (2) batpeHen, unb mithin 
mirb baa DoDflänbige Sntcgral ber ®(eic^ung (2) fein 

22* 
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WO A,B,.,.X »iDtilrlic^c gonflantcn ftnb. 

35tcfen, eben fo einfachen irie merfirürbigen @a^ f)at 
3acobi gegeben. 69 erfhetft jt(^ üon felbft auf jebeö bc[ie:= 
bige ©ijftem gleii^jeitiger S)ifferentialg[ei(^ungen. Um i^n 
auf ein töeifpiel ahjumenben, betrachte man bm befonberen 
gaff, tt)o bie ®leid)ung (1) bie fjorm fiat 

y" — <p(y) = o. 

S)iefe ®Iei(i^unfl W^t fit^ integriren. 3)cnn multiplicirt 
man fie mit 2dy, fo er^fllt man 



woraus folgt 



unb mitbin 






SSermöge biefer legten @[eicl?ung ijl y eine Function 
oon a?, a, h. 9lun fx)Igt aus bem ^a^e oon Sacobi, baß 
bie linefirt Steigung 

wo <p'(y) ^*^ berioirte Function oon (p(y) bebeutet, ein 
Doffflänbigee Sntegral befifct oon ber gorm 

toxi aut^ bie Function <p beft^affen fein mag. 



Sfn^ang^ 



2)ie SJletljoiie iicr Heinjlen Dualurate. 



btt SBeobai^tttttgdf eitler ald gfnnrtion btefer geißlet barflrttt 



§. 1. 3)ie ?ftgebra Ul)ü, ba^ au8 gegebenen nnb 
böllig Don einanber unabhängigen ©leid^ungen jeberjeit 
eben fo Diele Unbefannte befHmmt werben fön nen, alöSfeis« 
c^ungen Dorfjanben jlnb. SBenn ferner bie Sfnjal)! ber Un:= 
befannten größer ip, afa bie Sfnjaf}! ber gegebenen ®Iei* 
d^nngen, fo bleibt ein S^f^eil ber Unbefannten nnbejHmmt 
ober man fann für biefelben tt^iHfürlic^e SBert[;e fefeen^ unb 
wie im ©ingange biefeS 8et)rbntl)8 (§. 2) gejeigt worben 
ip, fo fü[)rt biefer gall, allgemein betrachtet, auf bie 83e^ 
griffe ber SSerdnberlit^en unb ber Function. SSJenn aber 
enblid^ bie 9fnja[)[ ber gegebenen ©feidjungen größer ifl 
al8 bie Sfnja^I ber Unbefannten, fo liegt berjenige t?a(l Dor, 
auf welchen bie nac^fotgenben ffletradjtungni fn^ bejicljen. 
3tüar fann man gtei^faHS au8 b^n &djxtn ber Sffgebra 
leiti^t fc^Iie^en, baf , wenn man in biefem testen SaHe au8 
fo Dielen Don ben gegebenen ®teic^ungen, wie nöt^ig ftnb, 
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bie ficfwc^tcn Uubefanntcn benimmt, wnb bk gcfunbcneu 
SBertlje bcrfcfben in bie übrigen ©leid^ungeii fefet, bicfe 
©leic^inigen fobanu e»tn?eber ibentif* roerbcn muffen ober 
nic^t, b. I). ba^ fie entireber jut SejMramnng ber Unbe=: 
rannten tiberfTflffig getrefcn ftnb, ober ba^ fte berfelben voi- 
berfprcti^en. Snbeffen bei bcm ijitx in Stebe jle^enben ®e=^ 
genjianbe fommen nodj 58cjief)nngen eigener 2frt jnr ^pxaiit, 
rcdijt nic^t eine fo einfacfce ©rlebigung ber Sfuflöfnng iu^ 
[äffen. 35er ©egenfliinb felbp ifi folgenber. 

§. 2. ea fei 

F(a, b, c, UfVfW, ) 

eine Snnction, weldje i[;rer annlijtifti^en ?5ürm wa&j gegeben 
iflj UfVfWf lt. bebeutcn bie nnab^ängigen SBeränberfic^en, 
üon benen bie Function F abbängig ip, unb a, h, c, it. 
ftnb bie in bem 2fu8brntfe ber ?5unction Dorfommenben Eon- 
jlanten. gerner betreffe biefe Function irgenb einen ?5aII 
au8 bcm ©ebiete ber SfntDenbnngen ber SJlattjematif, j. S3. 
einen Sali ber ©iobäfie, ber SJiec^anif, ber ^[;t;fif n. üou 
fülc^er Statur, ba^ bie SBSertbe ton F, mlä)t irgenb meieren 
SBerttjen ber unabl}ängigen SSeränberlit^en ti, v, w, 2c. ju^ 
geboren, einer Beobachtung fällig jtnb, etwa biixd^ 
ajtejTen, SBägen 2C. SJtan fue^t unter biefer SSorauSfefeung 
bie SBertlje ber unbefannten ßonflanten a, b, c, jc, bereu 
Sfnja^I n fei. 

Offenbar »erben biefe (Sonflanten benimmt fein, fobalb 
man n bnxi) 93eobad)tung gefunbene SEBert^ üou F fennt, 
ttelc^e beliebigeu SBerttjen t?on u, v, w, ac. entfprec^en. ©e- 

beuten nämli^ Mi, JTa, Jf« bie beobachteten « SBert^e 

ber Shnctiou F , toz\i)z refp. bm SBert^cn «#,, v^. to,, it, 
tta, t?a, tTj, 2C'. bis Unf »«, Wn, 2C. ber ' Unabhängigen SSer^ 
änbertic^en m, t?, w, 2c. jugebören, fo n^irb man bie «®Iei? 
cbungeu bilben 
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Ml = F{a, hfCf,,,. Ulf Vi, Wi, , , , .) 
Jf, = F{a, h,c, , , , . ti2, V2, w?2/ . . . .) 

Mn = F{a, b,C, W«, Vn, Wn, , ^ * .) 

unb a«6 biefcn 5ie 1» uubefnnhten ßüupanten a, b, c, ic, 
üoDflänbifl bepimmen fOnneii. ®o weit bie Sfiflebra. SBenn 
tnnii tum aber bie Ueberregung mad^t; ba^ jebe empirif^e 
S3eübadbtung mit unüermeibridjen Seglern behaftet ift, mefdie 
au8 ber UnDoHfommen^eit ber Sinne, aus ber Ungenauifl^^ 
feit ber angeiuanbten Sn^rumente, m\b anbeten Cluellen 
entfpringen nnb, fo gering fie üielleit^t au ftt^ fein mögen, 
ba^ 3flcfultat ber JBeoba^tuug iebenfaffs metjr ober loeniger 
wnftt^er machen, fo mirb mau aucft bie auf bie angegebene 
SEBeife ermittelten 85Bertt;e ber (SonPanten a, b, c,. 2c. nic^t 
als jufammenfallenb mit ben toa\)xtn SBert^en biefer (5on= 
{lauten , fonberu nur alö me[;r ober weniger juüerläfTige 
9lä^erung§mert^e berfelbeu anfe^en bürfen. Uub menn man 
überbieS, gleit^fam jur Prüfung, bie Jftei^e j^ner Sßeobac^s 
tungen fortfefct unb unter Mi^i, Mn-^», 2c. bie beobachteten 
8EBertI;e ber Sunction F Derfte^t, weld^e refp. ben SBert^en 
Un^i, Vffj^i, Wn^i, 2c, ivf-j, Vn^tf w?»-fj, 2c. 2c. ber unab:= 
l^ängigen 35eräuberlic^en u, », w, 2c. entfprec^eu, fo werben 
bie @(eid;uugen 

Mn-\-t = F{a, b,C,,,.. Wn-f-i, t^n+l, ^n-\-if . . . •) 

Mn-\-t = F(a, b,C, Wji-f 2, t?n-f 8, Wn-\-i, ) 

2C. 

tüegen ber genannten unüermeiblit^en 95eobad)tung0fe^[er 
im allgemeinen nidjt ju ibentifc^en ©leic^uugen werben, 
wenn mau barin für bie ßonflanten a, b, c, 2c. bie üor^in 
gefunbenen 9Bertl)t berfelbeu an bie ©teile fefet. SBolIte 
mari aber ttvoa au8 bem Inbegriffe fämmtlie^er Ijier aufge= 
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pedteu ©feit^uiigcn, bereit jebe einer SBeoböc^tunfl entfpric^t 
unb beren Sfnja^f biejenige ber unbefannten Sonjlanten 
übertrifft, eine anbere ®xnppt üon n ©leic^ungen ^erauS^ 
-^eben nnb au8 biefer bie SEBert^e ber n (SonPanten a, b, c, ic. 
bejHmmen, fo würben biefe SBert^e im allgemeinen, unb 
Wieberum in Sofgc ber 93eoba(^tung8fe^Ier, üon ben oor^in 
bepimmten SBertljen berfelbcn ßonpanten abweiti^en, @benfo 
würben biefe SBertf^e, wenn man fie in bie bei i^rer ©er« 
leitiing niijt benujten ©feit^ungen ^ineinfe^t, biefelben im 
affgemeinen ni^t ju ibentif^en ©Icic^ungen madben. 3u^ 
beffen man überfielt otjne 2JlüI;e, ba^ ftc^ ein (t)on bem 
gewß^nlit^en ©erfahren ber Sffgebra freifidi fefjr üerfti^iebe* 
uer) 2Beg muß benfen laffen, welcher mit gleichmäßiger 
85enu|ung fammtlit^er 93eobati^tungen , beren STn ja^I 
biejenige ber gefudjten Sonjlanten übertrifft, unter ange- 
meffener ßombinirung biefer Beobachtungen foldje SBert[;e 
ber (Sonfianten hervorbringt, bie ben unbefannten wafjren 
JEBert^en berfefben mOglic^fi na^e fommen, b. 6. wenigftens 
nä^er, aU wenn man jur ?fuffuc^ung biefer SEBertfjc nur 
n beliebig auögewä^fte Beobachtungen benu^t unb bie übri:= 
gen üöffig uuberüdffic^tigt gefaffen ^ätte, 3!)iefen 9Beg aufs= 
jufui^cn unb feftjuffeffen ift ber 3wedf bc9 9lad?fofgeuben, 
unb ber fo eben gebrauchte unbefiimmte ?fu8brudP, ia^ man 
ben wahren SBert^cn mögücf^fi natje fommen foffe, wirb im 
ßaufe ber Uuterfuc^ung felbff feine ejracte geftfieffuug er=^ 
l^alten. 

§. 3. 3u näherer SSetradjtung ber in ffttbt fleljenben 
?5rage iff e§ erforberlic^, ba^ ^oblem felbfl für ben ?fus 
genblidt faffen ju laffen, unb junäc^p unb t)orjug§weife auf 
bie 5Watur ber 93 eobac^ tun gefegter bie STnfmertfamfeit 
ju richten. 

SBenn wie t)or^in bie Function F eine ju beobacbteube 
®ri)ße bebeutet,^ unb M einen burc^ Beobachtung erhaltenen 
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SSkrt^ brrfelbeii, mldjtx grmijTm SBert^en btx nwai^xiQx^ 
flcit SScränbcrriii^eii u, v, w, it. cntft)ricf)t, fo würbe mnii 
für tiefe SBert^e ber imab^ängigen aSerSnberlid&en mit üoffer 
SwtxläfiQftii 

F = M 

fefcen bürfen, luenn man filier träre, bei ber ©eobac^timg 
feinen Segler begangen jn ^aben. 35a biefe 5Boran8fe|nng 
aber bei empirif^en Seobac^hmflen niemale jn rechtfertigen 
ifl, fo wirb man t)ielme^r jn fe|en ^aben 

voo X btn S3eoba(^tungdfe^[er bebeutet, melc^er ber 35if erenj 
jtüifj^en bem walfren ffiBrrt^e F unb bem beobachteten SBert^e 
M ber in Siebe fle^enben ®rbp^ gleich ifi. 9lun wirb man 
{War immer [eic^t ingeben, ba^ biefer^eobad^tungefe^Iero; 
im aOgemeinen befto Keiner anSfaden wirb, je größer bie 
©enauigfeit ber Snfinimente unb bie ©orgfaft beö SSeob* 
ac^terd getoefen ftnb. Unb bei wieber^olten S3eobac^tungen 
mit einerlei 2lnfh:umenten unb einerlei (Sorgfalt wirb man 
Heinere SBert^e be6 ©eoba^tungöfe^Ierö x leir^ter, unb 
barum au(^ öfter erwarten bflrfen al8 größere. 6inen t»oH* 
f^änbigen 9fuff(^[uf über bie 9latur bed 93eoba(^tungdfe^[er8 
er[;ä(t man jebo^ erfl burc^ folgenbe 93etrac^tnng. 

S)er S3eoba(^tungdfe^[er ifl niemate ia^ @rgebni^ eines 
einjigen ?fct8, fonbern er entjle^t au§ bem 3ufammenf[u| 
einer Sfflenge t)on einjelnen Seglern, welt^e je bei ben eins 
jelnen 2)lanipnIfltionen eintreten, ans benen bie üolljlän^ 
bige ^Beobachtung jufammengefe^t ifi. SOtan fann be^^alb 
jeben wirflic^ eingetretenen ©eobac^tungsfe^ler wie bie 
(Summe einer unbefHmmt großen Sfnja^l oon ©fementar^ 
fe^Iern, bie üon einanber unabhängig finb, anfeben^ unb 
5U größerer ßinfa^^eit fann man bie ?(nna^m.e' madien, 
biefe ©fementarfetjler feien, abfohlt genommen, fämmtüt^ 



/ 
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üoii glei^rr ®r5^e. 3)cnn bicfer 9fnna^me fomrat feie 
9BlrfU(^feit um fo tiä^cr, Je mc^r ber fd^on (iwl ankeren 
Orünben nötljioefi Sorbmmg einer gleid^mä^igen @e« 
nauiflfeit in ber SfuSfü^rung ber einjelncn Steile einer 
aSeobnt^tung Oenüge geft^ie^t. Serner liegt e8 in ber 9la== 
tur ber ^ner in ffietradjt fornmenben Segler , \iOi% jeber 
einjelne gleit^ leicht im pojitiüen mie im negatiüen ®inne 
mu^ auf Iq(% Stefultat ber 5Bet>ba^tung einfließen f önnen 5 
benn ba ber 3tt>edf ber SSeobat^tung auf \>t\\ wahren 9Bert^ 
ber beobachteten ©röße gerid^tet ifi, fo roirb man oou fefbjl 
fc^on aüe fofdje ginfTüffe (j. 95. be8 Sottimationöfe^ferö) 
t)on \iz\x< 9tefultate ber 93eoba(!^tung fern^aften, mel^e einen 
übcrrcicgenb pofitiüen ober einen nbermiegenb negativen 
f?e^ler in biefem Jftefuftate befürchten lajfen. Ueberträgt 
man biefe 99emerfung ancf| auf bie Dorliin genannten Sie- 
mentarfel)ler, fo gelangt man %\\ bem ©c^Injfe: 3)aß bei. 
Jeber fficoba^tung einer gemiffen ?frt eine gcmiffe nnbe- 
fiimmt große Sfnjal^I t)on einanber unabhängiger Siemens 
tarfeljter Dorau8gefefct werben müjfe, welche abfolut genom- 
men fämmtli^ oon gleicher ®röße fmb nnb üon benen 
jeber eben fo leicht pojxtiD mie negatiü anSfaOen fann. 
!Die argebraif(^e (Summe biefer (Sfementarfeljler, alfo mit 
9li\dffic^t anf bie SBorjeic^en berfelben genommen, mac!^t in 
jebem einjelnen Saufe ben itirflic^ eingetretenen SBeobaiJ^- 
tnng8fel}Ier o\\l*). 

§. 4. ®epü|t auf biefe S5orau8fe|ungen ijl e8 nun 
leidet, forool über bie ®röße aller möglichen geiler, meJc^c 
bei Beobachtungen einer gewiffen ?Irt borfommen fönnen, 
al6 au(6 i\ber bie §äujigfeit i^reS SSorfommenS, b. i. bie 



*) 3(udfü^rlid}er befpric^t unb rechtfertigt t^ie l^irr niifgefleUte $9)}0s 
tf)efc§a9en in feinen ©run&jügen ber SBa^rfc^einUd^teitÄrec^s 
nung, «Berlin 1837. 
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relatioc SJlöglij^feit terfclben; aHgemeinc Sejümmuns' 
gen ju treffen. ®8 fei äx 5er alö conjjant angefetjene Sie* 
mentarfe^Ier, »elc^er eben fo feitet pofitii? wie neflatiü fein 
fann, unb m bie ?fnja^r ber ©lementarfe^fer, weft^e ben 
in 9tebe fle^enben S3eobac^tungen jufQmmt. SQiD man ade 
mögli^en SBeobadjtnng^fe^Ier auftä^fen, fo ^at man au9 
ben »i ©fementarfe^lern alle mögli^en ©ummen ju bilben, 
mit ^er JftüdEfic^t, ia^ barin jeber 6Iementarfel;ler fomol 
nnter bcr Sorm + Aa?, al9 unter bcr gorm — Ad? auf^ 
treten fann. ^ai) izw befannten combinatorift^en ©efefeen 
wirb man finben: 

m Aa: b. i. m mal + Aa? f ommt üor : 1 mal 

(m— 2)Aa?b.i.(m— I)mal4-Arrunblmal— Arb „ „ m 

(m— 4)Aa?b.i.(m— 2)maI+Aa;unb2maI-Aa: „ „ ^!^rl> 

* 

(m— 6)Aa;6.i.(m-3)moI+Aa!un53mat-Aa: „ „ '"^'"-^X"'-^) 



— mAorb.i. m mal — Ao? // „ 1. 

®S bient gnr Srleit^ternng, wenn man bemerft, ia^ 
bicienigen#a^len, welche bie ©äufigfeit be0 SSorfommenö 
ber einjelnen 85cobac^tung8fcf;Ier m^x , (m — 2) ^x, 
(m — 4) tix, lt. ober bie relatiüe SJtöglic^feit biefer Sedier 
au9brüdfen, mit ben ßoefficienten ber ©ntwidfelung ber iwtcn 
^otenj eines beliebigen löinomS ibentifd) pnb. Sfu8 bcr 
befaimten ®efe|mäßigfeit nnter biefen ßoefficienten ergibt 
fic^ : 35af bie beiben änßerjien 85eoba(^tung0fe^ler ± m^x, 
JU beren ßntpe^ung fämm'tlit^e ©lementarfe^ler in einerlei 
©inne beigetragen ^aben , am wenigPen ^äufig erwartet 
werben biirfen, ba i^re rclatiüe 5ülögli(^feit, ober bie .Seichs 
tigfeit, mit welcher fic eintreten fönnen, nur =1 iji^ i>a^ 
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t)ie telatiDe SnOgdc^feit bn S9eo6a(^tiutgdfe^(er befio Qxü^tx 
wirb, ie me^r man fiij btx SOlitte ber obigen SntmidFelung 
nähert, b. f). je Heiner bie abfohlte ®rö|e bed fBeobad^^s 
tung§fe^fer§ ifl:} enblid^ ba^ je jwei Seobac^tungdfe^fer, 
welche gleich loeit üon ber SJlitte ber Sntmidfefung abliegen^ 
b. f). t)on gleicher abfoluten ®röf e jlnb, eine gleiche i^elatioe 
SJlöglicfifeit bejlfeen. !Die9 ftimmt mit bemjenigen übereln, 
mad man bem vorigen ^aragrap[)en jufolge fi^on allgemein 
erwarten bnrfte. 

§. 5. S)ie ?fllgemein^eit ber Unterfn^nng wirb nit^t 
beeinträchtigt werben, wenn man annimmt, m fei eine ges» 
rabe 3a^I. 3)ie Sntwidfefnng ber binomift^en ^potenj ^at 
fobann ein mittleres ®Iieb. @efet man alfo in ben üorigen 
Sormeln 2m fiatt m, nnb jngleic^ jnr SBereinfat^ung Aa? 
ffatt 2^a;, nnb orbnet Don ber SDIitte anö, fo erbält man 
folgenbe Ueberjxc^t über bie ©röße be*r SBeobat^tungSfe^Iera?; 
nnb bie einem jeben berfelben jufommenbe relatiDe SölBg^ 
lic^feit, welche mit y bejeic^net werben mag: 



— X 


= y 



+ Aa? 

+ 2ÜX 

• « • 

+ tnäx 


2m(2m— 1) (2jii— 2) , . , . (m+1) 


2 . 3 .... in 
2m(2m-l) (2m- 2) .... (m+2) 


2.3.... (m-1) 
2ffi(2m— 1) (2m— 2) .... (m+3) 


2.3.... (m— 2) 

• 


1 
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^iefe Ueberftc^t gibt teutlic^ ju erfennen, in tütlijtnx 
aScr^ältniffe 5ie relatiüe ffllöglic^fcit y, o5er bie ßeit^tiflfcit, 
mit toelc^cr ein Seobad^tungöfe^rer x eintreten fann, ab? 
nimmt, menn biefer 85eoba(^tung8fe^Ier abfofut genommen 
um bie ®rö^e Aa?, roetc^e baS 'S^opptltt 5ed Duraudgefe^ten 
©rementarfe^ferS iff, junimmt. 

§. 6* Ueber bie ®rö^e beö 6lementarfet)Ier0 nnb fo[g=s 
lii} nud) bie ®rö^e t>on Aar läßt ftc^ im allgemeinen nur 
bna fePfefeen, ba^ man fic^ biefelbe fel}r Hein ju benfen 
^abe im äSergleic^ giit ben tt)irf(i(ft üorfommenben ©eob- 
ac^tungöfe^fern. 35enn ba in ber üorfte^enben Ueberjic^t 
^x biejenige ®ri)^e bebeutet, um melt^e ber S3eoba^tungd^ 
fe[;Ier fucceffiD junimmt, in ber 9fu8iibung aber fein ®runb 
bagegen ftreitet, ba^ man fi(^ jwei Segler i^rer abfo Inten 
®röße nac^ fo nafie beifammen liegenb benfe al§ man nur 
mill, fo fann man au^ Aj? beliebig flein anner^men. (£8 
wirb olfo no(^ immer ber SBirflic^feit angemeffen fein, menn 
man Aa? unenblic^ ffcin werben lä^t b. [;. fleiner aU jebe 
beliebige äa^U wobei jugfeit^, bamit bie SBert^e ber ©eob^ 
a(^tung6fe^Ier felbf} enblic^ bleiben, m unenblit^ grof werben 
mu^ b. i). größer als jebe beliebige 3a^l. ©obann werben 
bie SBertlje üon a? continuirlit^ in einanber übergeben, bie 
aSBert^e üon y aber al8 befonbere unb in unenblic^ fleinen 
3ntert)atten auf einanber folgenbe SEBert^e einer gewiffen 
Function üon x ftd) barfteffen, beren 9fuffuc^ung je^t in 
Srage fommt. 

2Jtan benfe fxä) ju größerer ?fnfc^aulic^feit bie SBert^e 
Don X unb y al8 Soorbinaten einer ebenen 6urt?e, beren 
®lei(!^ung ju fui^en iff. X)ie9BertI;e üon x unb y im to^ 
rigen Paragraphen fann man fobann anfe^en wie bie 60=^ 
orbinaten ber (Scfpunfte eines ^ol^gonö, beffen ®ränje, 
inbem man bie (Seiten beSfelben fleiner unb fleiner werben 
läßt, mit ber gefuc^ten gurüe ibentifd^ ip. 68 feien nun 
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a^ unb y biejenigfu beiden Soorbmateii, meiere tem ixten 
©dfpunfte &e8 ^of^gons juge§ören, fo lüie a?' unb y bie 
(Soorbinaten bf$ näc^flfolgcnben (|Lt4-l)ten gdt|)nnft§, fo 
^at man 

'^ ' ^ 2.3.^.. (m-|i) 

?lnn iji o?' — a? = Aa?, unb fefet man ebenfo y —y = tiy, 
fo tt)irb 

ober wenn man n 6iirc^ a; auSbrfltft ;= i^Ju 



mAar-4-*+^ 



asF-t"^ 



^ = — y. 

unb barauS tvirb eiiblic^ 

— i :^ «f — 

8äßt man hierin Aar unb folglid^ aud^ Ay Heiner unb f(ei« 
ner werben, fo erhält man al8 ©ränje auf ber linfen @eite 

biefcr @Iei(!^ung ba^ ^iffcrentiafDer^äftni^ -^ ber gefudjten 

ßurüe. Sfuf ' ber rechten Seite rebncirt pc^ ber 3ä^fer 
2a?+Aa? auf 2a? 5 im Slenner werben bie beiben 3^^eifea?Aa; 
unb Aa?2 ju giutt) ber erfie Sfjcil «lAa?* be8 5yienncr8 er« 
forbcrt aber noc^ eine befonbere Ueberlegung. 

9lac^ bem oorigen ^aragraj^^en bebeutet inAa? abfolut 
genommen ben größten 83e*oba(^tung8fel;fer, roelt^er bei ®e= 
obac^tungen einer gemiffen ?frt überljaupt eintreten fann. 
35iefer größte 58eobac^tung8fe^Ier entfielt aber au6 ber W>^ 



fcition fdnnntni^et in etnrrlfi @iiui genommenm €Iemetis 
tax^tf)ltv, t)on btntn jebcr unenbli^ ffein unb btxtn ?fnja^l 
unenbli(^ gro^ ifi. 9htn mitb man itoax in jebem concrrttn 
galle o^ne SJlü^e eine ©tänje anjugeben im @tanbe fein, 
über totläjt btx größte mögliche SSeobac^tungSfe^rer juüer» 
läjfig nidjt ^innuöge^tj j. S. bei forgfSltlgen SWeffungen 
mit einem gut conflruirten S^eoboliten wirb man bollfomss 
men jtd^er fein, ni(^t um bie ®rCße eineö (SrabeS ju fel^fen. 
Snbejfen btefe äuperpe (Sränje für bie #T*pe beS 83eob* 
ai^tungöfe^ferö tüirb man jid^ j|ebenfatt0 im allgemeinen unb 
ofjne fRütfpt^tnal^me auf ben befonberen gaU fo groj ju 
benfen f)abtn, ba^ bagegen ber einjelnc JBeobaci^tungSfe^fet 
X als üerf(äf)mlnbenb anjufe^en ifl^ b* ^. baö ^robuct niAa? 
muß in biefer allgemeinen Unterfud^ung al8 unenblii^ groß 
angenommen werben; Das *probuct m^x^ atfo, ober ba^ 
^robuct au 8 ber unenblic^ großen SoXjl «Aa? mit ber un* 
enblii^ ffeinen 3fl^I Aa?, ijl einer pojitiDen Sonfiante Qkxä) 
ju fefeen, beren SBcrt^ borläupg unbefHmmt bleibt. 

©ejeic^net man biefe pofitioe (Sonflante mit^, fo tx^ 
fjilt man 

ober burt^ Srennung btr SBeränberlit^en 

'^ = — hK2a;dx 

y 

tt?orau8 burc^ 3ntegration wirb 

wenn man mit IC bie wiHfürlidie ßonflante ber Sntegration 
bejeic^net. hieraus enblit^ wirb 

^ta'oitt, ^ip tm^ Stitegvalv. II. JBanb. 23 



WMf9b9 hn 



dut fBefümmnag oott C bejeic^ne man mit yo btrtjt^ 
nigen SBttt§ ton y, totlijn 6em95krt^t a?=s;0 cntft3rii^t. 
fBtaw ffat fobattn Detmöge bn (ej^ten ®Idc^ung 



mithin 



yo = c, 



— Ä»ir» 




(dd ben VulbrudE für bie gefugte Function, votlijt allgemein 
bte vtlatit>t SRügli^feit y bed ä3eoba(^tungdft^Iet& s in 
t§rer Sfb^ngigf eit Don biefem ^f^Ux bax^tVit ÜDie Surüe^ 

welche biefe Function jur STn* 
fdiauung btingt, befielt aM 
jwei congruenten?frmen, toet 
^e fic^ im fünfte A btx ^ä)\t 
JB 6L ^btx y t^teinigen, unb oon 

benen pber bie 8f^fe btx w jur 9ff^«j)totc l^nt 3ebe 9tb:s 
fciffe OP ober a? jlettt eine« ^eoba^tungafc^Ier bar, beffcn 
relatiüe ajlögfii^feit buri^ bie jnge^örige Drbinate PM ober 
y audgebrfidft toirb. 

§. 7. SBaa ben SBert^ ber Drbinate yo ober OA bc« 
trifft, fo iji berfclbe l^ier offenbar oollfommen wifffürlit^. 
Denn ba ber ©egriff ber relatioen SDflögfit^feit ber ©eobs^ 
atf^tungsfe^ler mir eine IB.erglei^ung ber Sffiert^e oon y 
ober ber Drbinaten nnter einanber in ^i) WKe^t, fo fann 
t)on einer abfoluten aBert^befÜmmung biefer Otbinaten nii^t 
bie 3lebe fein. SBoOte man für yo onbere SBert^e anne^=^ 
men, fo würben gleidjjeitig fämmtli^e Drbinaten pro|)ors= 
tionalc ?fenberungen erfahren unb mithin bie relatioen 
aSert^e berfelbcn ungeänbert bleiben- 

üDie Sonffante h bogegen gibt ein 2JlitteI ab, um bie 
einem beffimmten einjelnen fjalle entfpred^enben 58eoba(^tun=^ 
gen in SSejug auf i^re @üte ju ^arafteriflren. ®8 x\t 
nämlic^ au8 ber SBefc^affen^eit ber entmiJelten ?function 



tiat, ia% menn moii.atteS Utbrige flfeic^ fefet/5ie SBertbe 
Doti .jf fftt ttftd^fenl» SBetl^. ooa as firflo raft^tr aint^mm, 
totd>m, je größer. A ifi^ b. I). balfi gleic^ett »eoftac^tüngl;*^ 
fehlem rine bejio flttingfre.teJatiDe SDlögüc^feit i^ee ®fl^ 
treffene, im Sergtrie^ mit btt xtlaüütn Wbßliijttitmn 
^=0/ jttgefc^ric&ctL tterbm mnfy je größer num A Dot* 
audf^en batf. !3)ie @h:»fe M Mxb bt^f^db a(& bdS M^f^ 
ber^täxifiöti gcgefecncr öeobad^tungcn aagefe^en, uwb 
tmterßf gt in jebtm einjeltim Säße eiitrr 6efp»iberf h ^i: 
fKimiimrg j-tüütftfecr tttittn mti^. 

§. 8. Unter ber ffia^rft^einlid^feit etne§@reig* 
niffes, weld^cö burt^ ba^ 3ufömmentreffcn niederer gfea* 
meftTatsS'reigrtilTe l^ctBeigefn^tt n5ftb, Die an f!* unter ber^ 
fi^iebeneri glri^ möglid^en Sormen anftreten fönnen, Derflel^t 
man 5a6 SBerl^ältnip ber Sfnja^l bcrjenigen Söffe, in met 
ä)tn baS 3nfammeHtrefen biefer ®[emetttar*(£reigniffe bn§ 
oerfangtc (greignip tüirf Kc^ ^etöorge^en läßt, ju ber Sfnja^I 
berjenigen gälle, in welchen äber^upt ein 3ufaiiunentrefffn 
kiefrt: @Iementat'@reigniffe flattflnben fann* 

"^SEgenn man mit biefem ^Begriffe in bie ffintmidfelung 
ber §§.^4 unb 5 eingeigt, nnb unter bem Sreigniffe, bejfett 
SBal^rfc^einfiti^feit man angeben wrfl^ ba^ gintreten einei 
Bejlimmten $8eobac^tung8fe^Ier6 x, unter ben (glementar^ 
®reiflniffe» aber bie bortigen @(emerttarfe^Ier berpe^t, fo 
^at man aHgemein 

V 

a{e ^udbrud fOr bieSBaJ^rfc^einlic^Ieit.u bed S3ei^.a(^tung^:' 
fe^Ierd ^* !3)iefer 3(u9bru(( ifl mithin gUid^ ber x^ati^m 
9KögIi(i>feit y biefea Seobaditungöfe^Ier«, biüibirt *urc^ b^ 
©umme S(y) ber trlattoen 2JlögIid&feiten affer: SBeo6a(i&* 
tungafe^Ier, mtld^t bei Beo^a^tiHigtn t)mx berfelben %^ 

Dorfommen. Wnite«. ., • 
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8flac^ §. 5 ifl b\t lejjtere Summe ober Z(y) ofenfror 
glei^ ber ©umme aller ©inomial ^^ Coeflicienten brr 2»itcn 
^otctij, roenn 2m »ie früher ble ^itjoi^I aCrr ©lementor* 
fehler bedeutet, üon benen leber eben fo leidet po^tit) wie 
fiegatiö fein lann. 3)irfe ©iimme iji aber glei^ (l+l)*" 
= 2** SEBenn man beranoi^ in ber Sabette beö §• S ^att 
ber relativen 3Jl5flIi(i&feit ber SBeobati^tunflöfe^Ier, ober y, 
bie aSBa^rfd^einlit^f cit berfelben, ober w, an bie ©teile fefeen 
will, fo nimmt biefelbe folgenbe ©eftalt an: 



SBeo^oc^tuttftdff^ler 


= C) 




-\-^x 

• • • 


2m{2«— 1) (Im— 2) .... (m+l) l 


2 . 3 .... m 2*«» 
2m(2m— 1) (2m-2) .... (m-f 2) 1 


2.3.... (m— 1) 2'*" 
2iit(2m— 1) (2m— 2) .... (»1+3) 1 


2.3 <»i-2) 2*"* 


1 
2» 



aaSiff man auö biefer S^abelle bie Sßa^rft^einlic^feit irgenb 
eines fBeobat^tungSfe^Iera nehmen, o^nc Stüdtjid^t auf baö 
aSorjeit^en bicfca SBeobat^tiingSfe^Icra, fo ^at man bie ans= 
fleicigte aBa^rf(^einli(^feit bcsfelben ju ocrboppeln. 3)ie 
85to^rf(^einlic^feit für ben SaD, bajj ein SBcobat^tungöfetjIer 
jwifc^cn ben beiben gegebenen ©ränjen a? =a?o Mt\b jE?=a;i 
enthalten fei, ifl gleit^ ber Summe affer SBa^rfi^einlit^s 
feiten, »efti^e bm jwif^en biefen beiben Oränjen enthalte:? 
nen fIBertben oon x entfpred^en. Umfaffen biefe beiben 
©ränjen baa ganje Snteroatt t)on — mAa? biö +mAiP, 



nettiltea Ctiu^aU. 39V 

fo ^at bie betrejfenbe Sßa^tf(^ein(i(^feit btn SBtrt^ l, b.f). 
^t iß ©emil^eit. 

§. 9. Um btn ©egriff 5et ©a^rfc^rinlit^felt auc^ auf 
ben 9a(I beS §. 6 ju übertragen, mo bie @(ementarfe^ler 
unenb(i(^ Hein Doraitdgefe^t toorben ftnb, Dermcinbele man 
ben ^u9brudF beS vorigen Paragraphen 

inbem man 3aWer unb Slenner bt^ SruftS mit A^ mufti* 
pVidxt, in 

Sä^t man ^ier Aa? unenblit^ Kein werben, fo üermanbelt 
^äj yäx in yix, mo y j|e^t bie im §. 6 gefunbene Function 

y^szy^.e"*^ bebentcti unb a\i^ btx ©umme 2(yAa?) 
wirb baB Sntegral fydjp, jn^ift^en ben (Sränjen —00 unb 
+ CXD genommen. SJlan ^at alfo 

ydx g'~*^<te 

J -00 v/ —00 

S)ic im 3lenner biefeö SfuSbnnfö angejeigte Sntegration 
fann nac^ §. 358 biefeö ßefjrbut^ö ausgeführt werben. ®S 
n)irb nämlic^, tütnn man für ben Sfugenblitf hx=t fefet, 

SDIit^in erhält man für bie 8Ba^rfc^einIid)feit w eineö bes: 
fHmmten a5eoba^tungSfcI;lera x ben 2fuabrudf 

Vit 

3n ber Suroc beö §. 6, beren Srbfcijfe OP ober a? ben 
©eobac^tungöfe^Ier unb beren Drbinate PM ober y bie re* 




I'* 1 



US m^btbtt 

Inttbe aRöflU^felt 5iefeö ge^* 

fltometrift^ löebeuhinfl be8 
gefunbenen ^udbnidla für u» 
p~Ä ^o^neSJlü^e erfenneit. SQSeitn 

matt nämüc^ in liefet (Stuoe ber b\i bafjin minfürlit^en 

(Sonjlantc yo ober OA bcn SBcrt^ -7=^ beifegt, fo tüirb bie 

SBa^rf(^eüiIi(i^fcit für ba^ gintreten beö Seobat^tuitgife^s 
Icrö X ober 0? atiegebrücft biird^ baS gfäc^enerement FIfjyß 
biefer ßurüe, tDeft^eS jit^ift^en jirei iinenblit^ iin^e auf eins= 
anber fofgetiben Drbittaten PM uttb QN enthalten ifl, bie 
4cti 2fbfciffen OP obtr x, unb OQ ober x-\-dx entfpre^en* 

§•. 10. ea fiegt in ber 5Ratur ber ©adje, ba^ ber 
S&extb Don w, mtlc^er ^ier ben eJactor dx in fit^ enthält, 
unenblitft ficin tüerben mnfte. Denn ba unter ben ^ler 
geltenben SSorauSfefeungen bie ^fnjal;! ber niöglit^en 93eob:s 
ac^tungSfe^Icr unenblii^ groß ift, fo mirb bie relatiüe 2Jtögs= 
lic^feit einca cinjefnen unter i^nen Derfi^winben im SSergfeit^ 
mit ber ©ntnine ber telatiüen SDlÖglit^feiten aQer, folgli^ 
bie SBa^rfc^einlit^feit beafelben unenbli(^ ffcin werben. 

SBitl man einen enbtit^en SBertlJ ber SBaljrfc^einlicfjfeit 
l^aben, fo barf man nur bie SBaI)rf(^einIic^reit für ben??att 
forbern, bci^ ber 93eoba(btnng8fet)fer jmifc^en jtrei beflimm^ 
ten ©ränjen x:=xo iinb x=xi t?on enblici^er CDifferenj 
enthalten fei* S)ettn biefe ©a^rfr^einlit^feit ift gleit^ ber 
©umme ber unenblid^ fleineu SBert^e bes 3)ifferentialaue« 
brudfa für «, au8gebe^nt Don x=xo bis x=Xi, unb 
wirb mithin im ©eifle ber Sntegraheii^nung auSgebrüdft 
burd^ baB beflimmte Sntegral 

' e '^ dx. 






6er obigen Surüe bar, welcher jtrifc^en jtrci Drbtnaten etifc» 
i^arten ifi, bic ben SEBert^en *b.utib a?i ber Stbfciffe a? tnU 
fpret^en. 

ajemna^ ifl bie SBa^rfi^einfic^feit, baj^ ber SBeobad^s: 
timgsfetjfer nbfofut genommen ni^t ben SBert^ x üitt^ 
ft^eite, gltxd) bem bestimmten Sntegrale 

TF== / e"^^ dx. ober —r=:= / e""****djr, 

* 

Slimmt man l^ierin ben ®rfcijtti€rtö ap=oo, fo erhält mmi 
für biefe 8Ba^rf(I|einIi(^feit ben SBcrt^ 1, b. ^. ©emi^^rit, 
tote mön oud^ emwirten burfte. !Die Släc^e ber obigen 
Guroe oon — CXD bia +CXD genommen, in melier für bie 
(Sonjiante OA ober bie Drbinate im ?[nfang8pnnftt bet 

SBett^ -7=: gefe^ muxbt, i|l bemnad; ^er ßinl^eit gleii^ 
§.11. 3)ö8 befiimmte Sntegral 



.vi 



2ä i -^ — *»»» 



2A /'^ 



6-»'*^^^, 



tDe%8 bie SCBa^rfc^einric^eit anöbrfidt, ba^ ber Sdtobaäj*^ 
tnng^fe^fer obfolnt genommen ben SBert^ x nii^t über*^ 
fc^reite, fann nnter enblic^er Sorm ni&t bargrfiefft werben, 
unb man ^at beß^alb ju feiner SBJert^befHmmung für ge* 
gebene ©ränjen 9lä^erung8met^oben anjuwenben, worüber 
man j.®. »b. I. ®. 395 ff. ober 85b. II. ©.256 ff. biefeö 8e^r* 
inä)^ nati^fe^en fann. 3ttr SSeteinfac^nng ber Slet^nnnfl fann 
man ft^ übrigens oon ber (Sonflante h, mti^t \n tjetfi^ebetim 
Sfätten oerfc^iebene äBert^eannimmt, unabhängig t|iaic^en,inbeiii 



IM|«bf let 



man kg^t fej^t, tooburd^ baO oofjle^ente be|Hmmtc 3iitc» 
Qtal übtXQtfft in 

2 






unb tücnn man nun eine Safel entwirft, »elc^e für fort- 
fc^reitenbe SBert^e Don t bie juge^örigen SBert^e biefeS U%^ 
ten Sntegralö enthält , fo \)ai man für Jeben be|Hmmten 
SaD ber Wnmenbungen nur nöt^ig, bie ffimmtlic^en SBert^e 
k)on t bur(^ btn befonberen SBert§ ber (Sonflante h }u bi^^ 
Dibiren, um bie SBert^e bed obigen Sntegrald bur(^ bie 
fortfc^reitenben 9Bert§e Don x au8gebrüd(t ju erhalten. 
6ine folt^e Safel ifl bie folgenbe. 



ä/> 






0,0 
0,1 
0,2 
0,3 
0,4 
0,5 
0,6 
0,7 
0,8 
0,9 
1,0 
1,1 
1,2 



0,000 

0,112 

0,223 

0,329 

0,428 

0,520 

0,604' 

0,678 

0,742 

0,797 

0,843 

0,860 

0,910 



112 
111 
106 
99 
92 
84 
74 
64 
55 
46 
37 
30 



Wir fa=2,5 etfc^rint 
genommtn erfl f&r f 



1,2 
1,3 
1,4 
1,5 
1,6 
1,7 
1,8 
1,9 
2,0 
2,1 
2,2 
2,3 
2,4 

^iet ber 9Bert^ 
«OO flOIHg 



0,910 
0,934 
0,952 
0,966 
0,976 
0,984 
0,989 
0,993 
0,995 
0,997 
0,998 
0,999 
0>999 

1,000, wefd^er fhreng 
iflj i)ad ^at ofpnAar 



24 

18 

14 

10 

8 

5 

4 

2 

2 

I 

1 





fleiuPe» Ctetilale* 861 

i)<iTin feinen &tnnb^ baf bit 9ßert^e beB bcfiimntten 2fnte« 
0tal9 nur mit brei S)erima(^eOcn aufgefik^tt motten fin5, 

!Diefe Safel gilt unmitteI6flr fiir ben gaff, iro baS 
ajlof ber ^räcijton gegebener Beobachtungen, b. ^. A, ben 
SBertb 1 beftfetj unb jte liefert j. ©. für bie SBa^rf^ein^ 
n^feit, ba^ ber 93eobad)tung8fe^Ier abfofut genommen btn 
mtxit) 0,1 nic^t überfAreite, bie ßafjl 0,112 j für bie SEBa^r* 
ft^einli(^feit, ba^ ber 85eoba(^tung8fet)[er ebenfo ben SEBert^ 
0,2 ni4t überfdireite, bie 3a^f 0,223 2c. SJlit anberen 
SBorten, man barf erwarten, bü^ bei {Beobachtungen, benen 
ba^ SSJlaß ber ^räctpon ä = 1 entfpridjt, unter je 1000 
85eoba(^tung8fet)rern 112 jwifc^en —0,1 unb 0,1 fallen 5 
223 jioifc^en — 0,2 unb 0,2 2c. Dber auc^ , nati^ einer 
anberen in ber SBa^rft^einlic^IeitSrec^nung gebräu^Iit^en 
?fu8bru(f8toeife, man fann 112 gegen 888 n?etten, ba^ ber 
Segler einer ffieobat^tung Don ber angegebenen ^räcifton 
weniger als 0,1 betrage ^ ober 223 gegen 777, ba^ ber 
fSe^rer weniger al8 0,2 betrage 2c. 

SBenn h nidjt ben SBertl^ 1 ^at, fo ifl [;ier Überaff an 

bie ©teffe Don 0,1, 0,2, 2c. refp. ju fefeen ^, -^, 2C. 

§. 12. gSon befonberer jjraftifc^en SBic^tigfeit für ge::: 
gebene SSeobati^tungen iji bie 83efHramung eine8 2Bcrt^e8 
üon X üon folc^er 83ef^affen^eit, ba^ bie aCBatirfc^einlic^feit, 
ba^ biefer Söert^ abfolut genommen nic^t überft^ritten werbe, 
genau btn SBertf) \ erhält, b. 6. glei^ berjenigen SBa^r^ 
fd^einlit^feit wirb, ba^ biefer SBert^ wirflic^ überfc^ritten 
werbe. 2Jlan nennt biefenJBert^ ben wa^rf(§ einliefen 
fSel^Ier ber in Siebe jie^enben SJeobai^tungen. SJlit^in 
fann man oon bem wai^rft^einlic^en geiler au8fagen, ba^ 
er beqenige geilet fei, welker bei gegebenen Seobad^tungm 
eben fo leicht überfc^ritten , wie ni^t erreid^t wirb. Ober 



«Uii^y irnin: f flttn 1 gegen i mtittir b^ftitt 9i|(et eitietr 
SSetbac^tttitg abfoUxt grtiommen fotüol mtti,iAle öfer bem 
toal^rfc^einftr^ca ?fcl>rer bWbt 

83ejei4itet man ben waljrfc^einliifecn geiler bou ©eofcs' 
ai[;tunflen, fceren^rcicifton ä ip, mit r, fo f)at man r aud 
{)(;r S3et)mgung }u ^efiimmen^ ba^ 






y^r ' «« — T) 



ober föeitn mnn miebcr Aa;=f fe^t, unb bem SlBert^e a;=:r 
r ber SBctti^ f=Q entfprid^t, fo f^nn man jlatt biefer ®Ui^ 
^ung aitc^ [(^reiben 






Sfu9 ber Safet bc8 üorigcn ^aragrav^en crFenut man 
aber [ogteidj, ha^ ber gefud^te SBert^ üon q jitifc^en 0,4 
unb 0,5 ent[;alten ijl. (Sine genauere Snterpolirung gibt 

Q = 0,4769360 

als SSert^ bes matjrft^einli^en Seglers, Wcfd^cr einer ^rä=: 
cijion Ä = 1 ber ©eobat^tungen entfpric^t. Unb barauö 
fotgt allgemein 

Q „ 0.4769360 
^^ h ~ h 

aH SBert]^ bcö wal^rfc^einlid^n Sel^Ierö für eine ^räcifion 
A=sÄ b^r ^Beobachtungen, b. ^. ata SDBert^ beSjenigen ge^s 
\iera, w^k^er nbfolut genommen bei biefcn S3eobat^tungen 
^Un fp leicht überfd^ritten, wie trid^t eneiii&t ttjirb. 

3n bet obigen gurte bebeutet ber wa^rfd^einlic^e fje^ltr 
• augenf(|ein{i(^ biejenige pofttiüe ober negatibe Äbfciffe , beren 
Ijitg^öngc Orbinate refp. bie \>on o? = bis ^ = + OD, 

■-*''» Lu.x : .^u .X ^ -i^i* ."^^'-^ '^^^^^^ -^■:' '-•- 












fUtiifeii^Oliftlfote. 
ober öört a?=±tÖ'6i§ a? = — cx>H^ erfhetfctibf Wä^ hnr 

§. 13. S)cr tüa^rft^inlii^e genfer r fle^cbener .SBeob* 
ac^tungcn, irelti^cr üernröfle 5f8 aSorigen mit ber ^väcipon 
% biefer ffieobat^tnngm biirt^ bie®Ieic^ung *rt='Q jufam^ 
menfiäTigt; in weither q bie 3öl)f 0,476^360 bebeutet, ifl ber 
Oröpe h irmgefefirt fjtoportionfll, unb bietet ftc^ mithin 
fllciii^falls als ein 2Jta^jlab bar, rnn bötan bie ©ttte ber 
©eobnti^tungen jti meffen. 3e Heiner ber SÖert^ beS wa^r» 
ft^einlit^en ge^ferö ausfällt, b. l). beöjenigcn Se^fera, ttjeld&er 
bei85eobatf)tungen ber üorüegenben Sfrt abfoint gcnommm 
eben fo leicht überfc^ritten ttjie niti^t erreicht wirb, bejlo 
tafc^er wirb bie 6nrt)e beS §. 6 mit wactifenben abfoluten 
JEBert^en ton x |i^ ber Sfd)fe ber x ju nähern fud^en, unb 
befio fettener wirb man mithin 85eobacbtnng§fe]^[er ton be« 
trä(^tncf)er ®röfe erwarten bürfen. UeberbieS fann man 
immer, fobalb eine ^fnja^f t?on Seobat^tnngöfel^Iern gegeben 
torliegt, ju einer angenälKtten Ä'enntnif be8 wat;rfd;ein^ 
litten ffe^lerö auf folgenbe fe^r einfache SBeife gefangen. 
3Jlan orbnet fämmtlid^e ??el;rer naä) ifjrer a&foluten ®röße, 
unb fnd^t benjenigen unter i^nen ^erau8, welker eben fö 
oft übcrfc^ritten wie nic^t erreiti^t wirbj biefer ifl fobann 
ber wal^rf^einlid^e geiler, ^ine folc^e Seftimmung bleibt 
jwar immer me^r ober weniger f^wanfenb , l^auptfä^fid^ 
bef^alb, weil bie gegebenen 93eobacbtung8feI)Icr in enbli^en 
Sntertallen auf einanber folgen, unb ba^er eine Unfidier» 
6eit innerl^alb eine8 fold^en Sntertaffeö übrig bleiben muß. 
Snbcffen überfielt man lei^t, ba^ biefe8 SSerfaljren ber SBa^r» 
l^eit beflo nä^er führen wirb, je größer bie STnja^I ber ge» 
gebenen SBeobac^tungafel^Ier war. 

3)ie SBebeutung, welche l^ierna^ ber wal^rfc^einlid^e 
genfer für bie Sfnwenbungen erl^ält, mat^t e8 wünfc^enö* 
wertb, ber SafeC be6 §.11 eine folt^e Stnorbnung ju geben, 



hQ$ blt 9tftf e t naäi X^tilen un& SSirlfac^en Don q fort:* 
((abreitet, ©ne folc^e Safel ift Me folgenfce. !S>a man ü&ri* 

genS au8 bem Obigen f)at — = — , fo toixb bie Safel burii^ 

biefe neue Wnorbnung unabhängig üon ber ®üte ber SBeob«^ 
ac^tungen, unb man fann alfo aud i^r allgemein bie SCBa^r^ 
ft^einlic^feit, ba^ ber 83eoba(^tung8feI;Icr bei Seobac^tun^ 
gen irgenb »el^er ?frt abfolut genommen einen genjijfen 
SBertl^ nic^t überfdjreite , entnehmen , borauögefefet,. ba^ 
biefer fBzxft) bnxä) %f)tiU unb SSielfac^e beS ttjal^rfe^ein*^ 
li^en Sel^Icrd berfelben SSeobat^tungen au6gebrü(ft gege^« 
ben ift. 

mai) biefer Safel ijl j. fB. bie SBa^rf^einlic^ffit, ba$ 
ber ffieoba^tungöfe^Ier abfolut genommen 0,1 be8 ttja^r^ 
ft^einlic^en Sei^lera nic^t überft^reite, qUO) 0,054 j ebenfo 
bie äöa^rfc^einliii^Ieit; ba^ ' ber S3eobac^tung8fe^ler 0,2 beS 
loa^rfc^einlic^en geilere ni(^t überfc^reite, gleich 0,107 it. 
Ober man barf bei Beobachtungen jeber 2frt erwarten, ba^ 
toon je 1000 ®eobac^tung8fe^Iern 54 abfolut genommen 
unter 0,1 beS wal^rfti^einlid^en ge^Ierä betragen werben ^ 
ebenfo 107 unter 0,2 beö wa^rf^einlic^en gel^Iera ac, Dbcr 
enblit!^ man !ann bei SBeobac^tungen jeber Sfrt 54 gegen 
946 wetten, ba^ ein ju erwartenber SBeobac^tungSfc^lcr 
weniger afö 0,1 be6 wa^rfd)einlid)en Sediere betragen werbe 5 
ebenfo 107 gegen 893, ba^ berfelbe weniger als 0,2 beö 
wal&rf^einli(^en Seglers betragen werben u. f. f. 
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" ^DtfttiBen ^ftt'iruftefll^fen "Xofern p6cn f^ oHBSf 
ftt^rlidjer in bem ©crliner dfhoaomift^en Sa^rbiit^e für 
1834. ' 



II. 9eflimiititiis btt imitf^tinli^fttn Stettin unhdtktmttt 



§. 14. fSlai) bicfen atfflemriÄen ©ctrat^tunßen übtx 
bie Statut 5er 93eoba(^tunfl8ft^Icr unb bic Sßa^tft^einlid^» 
feiti^reö 33Drfommcn8 möge jefctbaS attgemeine Problem 
be6 §. 2 wieber aufgenommen metien, tcefc^ea ben cigent» 
liii^en 3totd biefer Unterfuc^ungea ausmalen foIT. @t 
r»urbe bort eine beliebige Function F, tücldje üon ben n 
ünbf!annten Gonjlanten a, b, c, 2c* unb lux 95eränbe.rli(^ert 
II, »^ IT, 2c. abhängig ijV, i^rer anal^tifc^cn Sform nat^ al8 
gegeben DorauSgefefet, unb ferner würbe bie 5fnna^me ^t^ 
tnac^t, man fenne burc^ 93eobac^tungen eine Steige üon 
SBertben biefer Function F, nämfi(^ 

Jfi, l&Xf Msf M4, lt., 

^tlä)t gegebenen SBertben ber Setänberlid)en u, v, to, :c, 
entft^ret^en, unb beren Sfujo^I m gr&ßer al8 n \tu 35ie 
Aufgabe tt>ar fobann, au8 biefen «Beobachtungen biejenigett 
SBeit^e ber ßonjlanten'a, b^ c, k. ju beflimmen, »elc^e 
ben «nbdfannten wahren SEBcrt^en berfelben fo na^e iwic 
inöglid^ fommen. 

®o lange man bie todfyctn SBert^e ber Sonpanteil 
a, h, c, jc unb folglidi auc^ bie wal^ren SGBert^e, welche ii^ 



f leti#it iBmt^tt. 

toi; eiayriittii SBleftoc^tigen bn SSttttttton F ./mtiti^men 
mu^, al8 befannt »üorausfett, fo fann man icfrer SfBtt>ei? 
ä)m\Q einca beoBad^teteu SBertl^eö if ton btm eutfprec^cnbcu 
Wtt^tei^ aaSett^e F, 5r^. Jebcm »eoBöci^tungefe^er F~Jf 
e=iiR, öertnftge btx guttoiÄelungen bcö vorigen. Sfbf^mtta 
eine beflimmte 3Ba^rf(^einIict)feit beilegen, Welche fc^ön üor 
ber Beobachtung bte ßeic^tigfeit feinea SintrejfenS int Ser^: 
gteic^ mit 5er ßeic^tigfett beö (gintreffenS alfer mögli^en 
«öeobat^tungöfe^rer anöbrütft. SDiefe 9Ba^rft^einri(^feit i^ 
fottJoI ton 5er ©röße biefeS Wjttxt, ober ca, al8 auc^ t^on 
bem SHaße bcr ^rärifion ber in 9lebe fiefjenben ©eobat^r^ 
tung, ober h, abhängig, unb i^r allgemeiner 9fu8brudP 4fl 
nac^ §.9 

S^lun ifl unter ben üorliegenbcu S5orau9fe|ungcn eine Steige 
üon SBeobai^tungen gegeben, unb biefer entfpric^t eine 9leif;e 
Dön aSeobatltungafe^lern ' 

Fl — Jfi = a?,, Fa — M^ = 4?j, Fs — Äs ==^ ^^i «♦J 
unb roenn man bie ^Cnnm^me mad^t, ba% aOe biefe %eoN 
a^tungen unter gleii^ gflnjiigen Umjtanben angefieSt tow^ 
ben jlnb, fo bal äffen berfelbe SSBert^ twit h juöe^&rt., ^ 
merben bie 3Ba]^rf(i^ein(i(^feiten, mit benen man \>n ber 
aSeobad^tung biefe Sc^fer einjeln erwarten barf, refp. au8« 
gebrücft tt)erben bur^ 

Wi =-—«"****** da?- (Oa=-rxe****^*<ir, 0)3=-— e*"*^»*da7,2C, 

ys yrt V« 

§. 15. hierauf geflutt muß nun junäii^fl bie grage 
erl^oben n?erben nad^ berjenigen SBa^rfc^einlii^Feit fi, meiere 
üor ber ©eobai^tung bem gleic^jeitigen SBorlommen affer 
biefer Don einanber unab^ängift^n SBeobaf^tungöfe^Ier juge^ 
f^rieben werben mup. 



an wM%^t hft 

S)a ber SfuSbrutf btt SBa^tfc^itilU^tdt {bM ün ädftn 

SBruc^ i% fo fei für einen SfugcnMidP -^ ber ad)U »ru*, 

Kieli^n: i^ie W^afjxfäftinli^jUxt teS .93eqba^tung^e§lerd a?i, 

unb — ber äd^te ©m(^, rtef^er 4ie SBö^fti^einric^Teit be6 

SSeobad^tungSfe^Iere o^t auafpric^t. 2)ad ^eipt, unter je q 
tnl^gU^en i$äKen gibt ed p SäDe, in benen ber Sel^fer Xi 
eintritt) folgli^ unter \t q9 mbgliii^en 3äDen gibt ed j» 
gäffe, in benen berfelbe Segler a?i eintritt. Sfber unter Je 
ir -1- '»^^ # mögli^en Satten gibt eö r Sättt^ in benen ber genfer 
. , ^ ar, eintritt) folglich unter je p# mögfit^en fjätten gibt eö 

pr gäOe, in benen berfefbe Sebler a?, eintritt SJlit^in 
werben unter je q9 mbgli(^en Satten fr SäOe Dorfcmmen, 
in benen bie Segler Xi unb x^ juglei(^ eintreten. Ober 
mit anberen SBorten, bie SBa^rft^einfit^feit für ba^ gleiti^s: 
jeitige Sßorfommen ber Se[;Ier Xi luib Xt ijl gleich bem 

^robucte — i^rer SEBa^rfc^einlit^feiten - unb ~ einzeln ge* 

nommen. 3>e^nt man biefe ©^fußweife »eiter auf brei, 
j^iet, lt. genfer au6^ fo tirirb man aflgemein ala Sfudbrud 
ber SCBal^rft^einltc^ffit für ha^ gTei^jeitige SSorfommen biefer 
Segler bai^ ^robuct berjenigen SQa^rfd^einlici^feiten erhalten, 
welci^e biefen Seglern einjeln genommen entf^ret^en *). 



T f y '^ 



*) Um liefen Gat unb bett om B^Xvi^t be6 $. 8 )ur ^(nioenbung 
0ctemmenen Bc\ ber SEBa^rfc^etnltf^fettdreilnung gt^örtg ouS ein« 
onber )U polten, bemerfe man: . 

I^enn bie SBo^rft^einnc^feiten mehrerer bon einanber unab* 
^oflgiflen Gretgnijfe A, B, C, u. einzeln gegeben finb; fo i|i bie 
SBa^rf(^ein(i(^feit ; baf trgenb etnd bon biefen Greigs 
ntffen eintrete, gleti^ i^rer Summe) bogegen bie SBa^rft^eim 
W^UxXf baf a(fe biefe (Ireigniffe {ugleit^ eintreten, gfeid) 
i^rem f)roburt. 



Xtmmi) erf art matt für bit aBfif^tfcl^iifi^reit St, 5tif 
in bem 3»biegttffe ocn m t)oii einander unaM)änjjtge!t SBeoi^» 

at^tutigen bic Seabac^tungöfe^Ier a?i, a?!, j?3; ^Pi* riit= 

trefien ttrerbett^ beneii ehijtErt Qtnommm bft fBiafyc^ä)mlxä)' 
CeiteH oYi; ca^, o)^^ .... ci)., )ttge^dren^ bm ^uBbxni 

ober Dctmbg^ bcd tjorigen ^aragtapi^en 
vbtx tnblxä) 

§. 16. S)et twrfte^eitbc 9fud«tfttf für ß ifl unter bn 
SJotiHi^f J5)i!«g entflanbeit, bflf man bic wci^ttn SBert^e ber 
SmifKmten a, b, e,.2t. Unat, nnb er fprit^t unter blefer 
SSorauSfefeiing bic aSBat^rft^einlit^fcit aM, baj^ bei bcr fötoi^ 
nc^tung. ber ücrf^icbencn SBertöc bcr gunction F bic 85eob= 
ac^tung8fc[)Ier x^, x^^ x^, 2C. eintreten merben. 9tun aber 
fiegt bie ^fufgabe be9 §. 2 umgefc^rt. 5IJlan fennt febiglid) 
bie SBcrtfie Jlf,, itf,, Jtfi, Jc meldte fic^ ffatt ber n?a^ren 
ffunctionötücrt^e in bzn einjernen aSeobad^tungen ergeben 
traben. 3>rtgegen ftnb jene Sonftanten a, h, c, 2C. nnbe:= 
fannt, eticnfo irie bie fünl)ren ffiertt^e ber f?«nctlon F, tücld&e 
ben einjffnen SBeoba^tnilgen cntfpred)eni folglidj awi) bie 
wa^^ten ÜBert^e ber ©eobat^tnt]g8feI|fer, unb enblidj (\\\6) 
ber Don biefen abljängige aScrtlj üon Ö. ®oßte man für 
a, i) c, 2c. miafttrlidjc Stnna^mcn treffen, fo mürben bamit 
fbfort atte biefe (Srbfen, unb folglit^ anc^ Q, befKmmt fein} 
anbcre 2fnna^men für a, h, c, k. merben im allgtmeinen 
anbere SBert^e biefer ©rö^en ^crDorgeften laffen^ bie ®rö^e 
2 erf^eint atfo [)ier al8 eine gnnctiou ber Sonflanten 
a, h, c, K., unb bie Dcrliegenbc Sfufgabc fommt mitten 



Itjit auf bie Srage ^tnaud, meieret %(udwa^( Don äBtrt^eu 
für tiefe ßonfiauten mau tverbe ben SSotjug ju geben 
t}aben. 

ein leitenbee ^rincip für biefe «uSwa^I ergibt ^ä) 
roieber burt^ 3uj«^ung be6 fflegriffö ber aSBa^rfc^einlit^feit. 
gS iji an jl(^ ffar, baß auf Orunb ber befannten ^tob^ 
a(i^tungSwert6e Mi, Mt, Ms, tt., nic^t jebe beliebige gom:' 
plejrion bon SBert^en für bie (Sonflanten a, b, c, it., bereu 
Sfnja^I Don berjenigen ber ©eobad^tungen übertrof en wirb, 
gleic!^ /uläf jtg fein fann, ha^ man üielmel)r unter biefen 
6om|/leponen nac^ ber größeren ober geringeren SBa^r- 
fd^einlit^feit ju unterf(^eiben l^at, welche i^nen auf ®runb 
ber ^Mannten SSeobat^tungSttjert^e beigelegt werben muß, 
3fi ba$^efefc biefer SBal^rft^einlicJ^feiten befannt, fo wirb 
biejenige ©Imiplepon üon Söert^en ber ßonftanten a, b, c, 7t., 
weither baö jMarimum ber SBa^rft^einlid^feit entf})rit!^t, bie 
gefuthte feil 

§..17: 3ur SfuSmittctung beS Sfu8brucf8 für bie 
SBa^rfdjeinlicbfeit; welti^e ben eiujelnen ßomplepioncn Don 
aßerttien ber ßonflanten a, b, c, ac. auf ®runb ber gc:= 
.gebeneu ^Beobachtungen jujufdireiben ifl, gelangt man auf 
folgenbe SBeife. 

g8 feien allgemein U, IT, ü", 2c. biejenigen Urfa(^en, 
welche einen Derlangten @rfoIg E ^erDorbringen. 35iefe 
Urfai^cn werben an fic^, b. b- beoor ein Srfolg eingetreten 
ifl; als g(ei^ möglii^ Dorau@gefe|t; unb ed wirb angenom::' 
men, ba^ jcbe bie anbere auaft^Iicßt. 3)ie Urfat^e U ^aht 
q unter fi(^ gleich mögliche grfolge, unter benen p mal ber 
grfolg E Dorfomme. gbcnfo mögen bie Urfatj^en If, ü" 2c. 
refp. y , ?", 2C. fowol unter fic^ al8 mit ben Dorigen gleid^ 
mbgti^e grfolgc ^aben, unter benen refp. p\ p', it. mal 
ber Srfolg E Dorfomme. @o fange nun nod) fein ©rfolg?^ 



# ' » * 









fihftetreten ift, fo f)at man für bie aBn^rft^eitllic^feit btB 
erfolge £ unter t>n SSorauSfefemifl fcer Urfai^e F, ober V, 
ober {/", refp. bie «uebrütfe . . >^' cVv*. 






•. l 



^ £- £_ 2c ^.U>^*^»~ - /'■ 



•/ -- ' 



^^ fi » » 



@obaI5 aber ber grfolg E lüirflic^ eintritt, fo tüerben bie 
Söa^rf(^einli(^feiten ber Urfa^en U, IT, ir\ k. refp. '^*/-*' 
p p' p"<U^U ^. ^*^ 

35a nun bie Urfa^en, beüor ein grfofg ba mar, für gleich 
möglit^ gelten, fo ^at man überbieö 

y = ?' = ? ' 2C' 

SJlit^in ftnb 1) bie SBa^rfc^cinliti^feiten ber Urfaäjen, benen 
ein gegebener grfolg jugefc^rieben werben fann, proportio- 
nal benjenigen SBa^rfAeinlic^feiten, mit ttjeftfien biefer @r^ 
folg unter Sorauefe^ung jener Urfad^en einjefn genommen 
erwartet werben burfte. 

Serner fann man flatt ber vorigen ?ru8brüdfe für bie 
SBa^rfd^einli^feiten ber Urfad^en U, V, lf\ it. refp. aud^ 
fc^reiben 



t L L 

1 ? ? 



, 2t. 



^+7+J^+«- H7+Z+«- '+7+-+»- 

j'^'^' q q q q q q 

SDlit^in ip 2) bie SBa^rfc^einlii^feit einer jeben Urfa^e, ber 
ein gegebener 6rfofg jugefi^rieben werben lann, gleid^ ber^^ 
jenigen SBa^rfc^einlic^feit, mit welcher biefer Srfotg unter 
5Borau6fefeung Jener Urfad^e erwartet werben burfte, bioibirt 
burd^ bie ©umme aQer SGBaljrfc^einlit^feiten, welt^e bemfet 
\)tn ©rfolge luiter 93orau8fe^ung aller mögli^en Urfac^en, 
bie i[}n I;erbeifü[)ren fönnen, entfpredf^en. 

r'' > ,24* , ' 
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3» ber üoriiiegettbtn Sfufgabt \ft ytbt Ur|6w^c, obtt !7^ 
einerlei mit irgitnö einer 6om|rftrian m)tt SBett^eit ber Soit» 
ftanten a, 6, c, 2c.} ber ®rfülg, oöer JR, ifl glew^beNutmb 
mit ber 6omj)Iepon ber beobati^teten SEBert^e Mi, M^, *s, 2C. 
ber Function Fj unb eiiblic^ bie SBa^rfc^einüc^feit biefeS 
(Srfolged unter SBoraudfe ^mtg jener lLr{a^e tpirb xiaif, §.. tS 
auögebrüdft burt^ bie ©töfe 

ttjelt^e eine Function uon «, 6, c, ac. ift* löermög« be$ fe 
eben bewiefenen ©a^eö er^^Iti mnn alfo för bto SBabrf^cin* 
[ic^fcit, ic\^ bem (Eintreten ber beobae^teten SBertlje itf",, if», 
ifs, 2c. ber Function F irgenb eine beliebige (S(rmt}(eri(m 
Don 9Bert[}en ber (Scnflnnten a, h, c, ic» jum (Srunbe ge« 
fegen ^abe, btw 2fu$brutf 

a 

i:(ö)' 

lüo in 3ä]^rer für bie ßonftanten a, b, c, 2c. bie in SRebe 
ftebenben SBertfjc, für weldje man bie SBa^rfc^einlic^feit 
fud^t, im 9tenncr bagegen für bicfefben ßonfianten naä) unb 
nadb alle möglichen SBertl^e üon — OO bi8 + OO ju fe^en 
jinb. 3)iefcr 9lenner fann aber nur unter ber e?orm eines 
beftimmten ShitegrafS DoHflänbig auögebrüdft merben, unb 
man ^at alfo pntt beö Dorfie^enben ffiruc^e8 ju [einreiben 

Qdadbdc, ».. 
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fBejcic^net man htw 9lenner biefeß legten SBruc^l jur 



Sfbfttrjung mit y, fo ba^]i eine Sonjlaute bebeutet, welche 
ftiircfc, bie Sebingmig befHmmt ttJirb a j 







f(rt«fbrn Quadrate« 3TS 

/•CO /•<» ,/*Q0 

fb tr^äft »an eubfit^ ate «fM^nt* fflr bie aßa^tfcf^einn*^ 
feit irgeub einer gomplepon Don SBert^en ber (Sonfianten 
», */ «/ «• 

weither eine Bunrtion ber in JRebe fle^enben SBert^e üon 

a, b, c, 2c. t|?. 

anan bemerft noc^ leicht, bnß bie ®ri)^e 2 fe(&^ ^ier 
roic ber 9(u6bru(f für bie refatiüe SJlftßlit^feit ber nämfi(^en 
6onH)Iej:ion Don SBert^eii ber Sonflanten a, b, c, ic. anjjes 
fe^en werben fann. 

§. la fflJit «^üffe biefer lejjteu (SnttoiirinnQ exqibt 
fh^ nun jur ßöfung ber ^fufgiibe bcö §. 2 ber gefachte aßeg, 
)tm auf ®runb((iee ber gegebenen S3eo6ai^tungSn)ert^e M^, 
Mtf Ms, :c. ber Function F SBert^e für bie Sonfinnten a, 

b, Q, K. )u ermitteln, mefd^e ben uiibefannten wahren ^Ser- 
tljen biefer 6onf?anten fo na^e lüie mögli^ fommen. ÜJlmi 
wirb nämfit^ unter aDen benfbaren ßompiejrionen Don SBer- 
t^en ber (Sonftnnten 0, b,'c, 2t. biejenige gii wählen ^aben, 
für totlijt ber STuöbrucf il^rer SBa^rfc^einli^feit, nämli(^ 

kQdadbdc 

ju einem SWajrimum wirb. I)iefcr Sfu^brutf fann aber nur 
baburij^ ju einem 9Dlöjrimum werben, ba^ ber Sfuöbrutf ber 
entfprec^enben relatioen 3Jlögfic^eit, ober 

für biefelbe Somplejion Don SEBert^en ber (Sonftnnten a, b, 

c, jc. glei^fattS ju einem SWafimum wirb. Unb bftmit bir^ 
fe8 le^tere eintrete, \\t au8 bem S3au biefeS Äuöbrudfö fofort 
flax, ba^ ber im @^)7onenten enthaltene Factor 
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Ti« + a?a2 -|- 3732 -|- 4- a?«« «= S (^)' 

für biefetbe (Somplcpon üon SBcrtljen ber (Sonpantc'n a, b, 
c, 2c. ju einem aDtiuimum werben muß. SJlau f)at alfo 
ben @a^: 

Unter allen ST nna^menfürbieSBert^e ber 

Sonffanten a, b, Cj :c. ip biejenige bie 

waljrfc^einlic^fle, welche bie (Summe ber 

Cluabrate alter 93eobad^tung8fe^ler ober 

2(0?») ju einem SUlinimum mac^t 

S)iefer ®afc bilbet ben 2Jtittelpnnft ber SJJetf^obe ber 

fleinflen Cluabrate, welche eben ba^er i^ren Flamen erl^als^ 

tcn [)at. 

§. 19. S)a8 t?orf}e^enbc Stefultat erhält eine geringe 
SOlobification, wenn man nic^t me^r wie im §. 14 bie %n^ 
na^me ma^en barf, ba^ alle 83eebacf)tungen unter gleich 
günfligen Umfiänben angejleDt worben feien, b. ^. wenn 
nid^t me^r a\it\x 85eobad)tungen berfetbe ®rab ber ^rScifion 
ober A entfpric^t ®a feien h, Aa, As, 2c. bie üerfc^iebenen 
SBert^e Don A, weld^e hzn beobachteten SBert^en M^, M^, 
Mi, 2c. juge^ören. ©obann berwanbetn jtt^ bie SfuSbrüdfc 
be8 §♦ 14 für tOi, Wa, 0)3, k. in 

co,=^^-*^'^^V^, i,,=!^e"'»'''*'dx, o)3=?^e-*»*^»'rf:r,2C. 

yit \ •% yn 

unb ber SfuSbrudf für Q im §. 15 wirb 
ö == Ai Aa A3 . . . . ( -— ) 

(Soff nun vermöge beö tJorigen ^aragrapljen biefer 
SfuSbrudC ju einem ffllajrimum werben, fo ijl ftar, ba^ bie 
©umme 

Ai ^ xi^ + Aa» a?a» + A3» o?3» + ♦ • . . = 2iA»ir») 
JU einem 9Jlinimum werben mufi. Ober bie wa^rfcbeinlic^ffe 
9rnnat;me für bie SBerttie ber gonffanten a, b, c, 2f. wirb 



"'ß-(*i»^i»+*«V+».*a'.*+..") 
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je^t biejemge fem^ toelc^e bit (Summe 5er Quabrate aSet 
^xobntttf üon beneii {ebeS aM etilem S3eo6a(^tungdfe^Ier 
unb bem ^ugel;örigeu ®rabe bcr ^räcijlon gebilbet ift, ju 
einem SOlinimum madjt 

@d ifl Jebod^ leicht, bie S3etra^tutig biefed f^aded immei; 
auf bie be6 Dodgeu ^arcigrat^l^en }util(!jufü^reri. SRan 
benfe jlc^ uämlic^ unter h eine ®röfe t?on ber ffiefc^affens 
l^eit^ ba^ bie JCluotienteu 

*i! *>! V ,, 

A» ' A» ' A» ' 

fammtlit^ ganje 3a[;fen werben, meiere ber 9lei[;e wai) mit 

5^1/ 9*f 9^9 ^f- 
bejcit^net iterben mi5gen. X)ur(^ ©inffi^rung biefer 3a^Ien 
üerttjanbeft jtc^ ber üorige ?fu6bru(f für 2 in 

^ — yi^ya^ys" • • •• V^i7=j ^ ? 

unb bamit biefer SfuSbrndC ju einem QJlapmum werbe, muf 
ber im Sfponenten enthaltene ?5actor 

S'i ^1* +5^3 a?2^ + 5^3 ara» + .... = 2 (jfa;») 

JU einem 2Jlinimum werben. !S)iefe «Jorberung fommt aber 
auf biejenige beS Dorigen ^arograpljen jurfitf. 9Han ^at 
nämlit^ nur nßt[;ig bie ©adjc fo aujnfe^en, al8 o6 bie Sfu^ 

ja^I ber gegebenen Beobachtungen S'i + S'» + 5^3 + ^f- ^^"^ 
trage, benen fämmtli^ berfelbe SBertt; ber ^räcifton ä ju^ 
gehört, unb unter benen g^ bzw aSeobadjtungöfe^Ier x^ , g^ 
ben aSeobat^tungöfe^fer x^, g^ ben ©eoba^tungSfe^Ier a?s, k. 
geliefert ^aben. 2)ie numerifc^en ßoefficienten gi, g^, gs, 2C„ 
weldje [}ierna(^ bie relatiDe ®tite ber einjelncn S3eobad)tun- 
gen djarafteripren, werben bie ®ewid}te biefer f&tobai^^ 
tungen genannt. Wlan fann alfo axii) fagen, ba^ m S3e:= 
cbac^tungen, wcld^e für bie Function F refp. bie SBert^e 
Ml mit bem ®ewid^t gi, M^ mit bem ®ewic^t gt, M^ mit 



btm (Stxouiit gt, K. grlir^ ^abeti, fär bin 3^ä in älc» 
rtc^tttins btt Wft^rfc^etniii^jifn 9Bcrt§e trr @on{}anten a, it, 

c, 2c. ^ei^bc^eutenb finfc mit j^i + j?2 + i'« + 2f. ©eobo^ 
tunflen, unter benen ^i bem SBert^t **, gt bm 55kxtf)t 
JTt/ ^3 btvx äBert^e JTs, 2c. fämmtlit^ mit bem <®emtcbt 1 
genommen; jnge^Oren. 

VuS ber S)eflnitton be8 ®en)i(^td fann man ü6etbie§ 
fcj^liefen; ba^ bie ©emjd^te }tteiet ä3eo6a(^tungen ^c^ }u 
einanbet üeri;aften luie bie duabrate ber ^räcifionen bie^^ 
fer ©eoba(^tunflen. 

STnmerfung. S)ic SejHmmung ber (Selmd^te, ireld^e;. 
tDie man leicht eifennt^ überall tüo S3eo6ad^tungen t)on 
Derfc^iebener ®üte in biefrlbe 3te(i^nung einge^n \oUm, 
t7or jeber tc eiteren Sted^nung Vorgenommen toerben mu$, 
ijl in ber Sflegel mit einer größeren ober geringeren Un= 
fid^er^eit t)frbunben, unb erforbert eine grofe Unbefans* 
genl^eit beö Urt^eilö, bamtt ade bie Derfc^iebenartigen 
^eobad^tungen begleitenben llmflänbe gur numerifit^m 
Sfbfd^äfeung ber relatioen ®üte biefer S?eoba(i^tungen ge* 
l^brig in Setratbt gebogen loerben. S)er leitenbc ®tban^ 
fen für fciefe SefHmmimg ifl folgenber. 

©efe^t man ^obe bei (mei SSeobn^tungen t>on un^ 
glei(^er ©enauigteit bie Ueberjeugung geioonneu^ baj^ ein 
getoiffcr 55et)(er x in ber einen Scoba^tung, beren ^xd^ 
cijion mit h bejeid^net tt?erben mag, ^btn fo Ieid}t mög^r 
lid^ fei im SSergkid^ mit bem IBeobat^timgftfcl^ler 0, tt)ir 
ber 8?e^ler x in ber anberen SeobAd^tung, berrn ^rä* 
cifion gleich h' fei. @obann ^at man an^ bem Se^riffe 
^ ttx relatiüen SWöglic^feit, §. 6, 

e = e 

Ä«ar>3=Ä'««'\ b. i. *•:*'* = a?'«:a?^ 

morin boa iBer^äCtniß brr ®en)i(^te biiber Scobac^tuns^ 
gen audgefpriH^en liegt. 



netit(kii Avftivate. MV 

Se frieti j. S. .)u äStsfrCmfffungen, ioeld^t tn bxt:^ 
ifei6i 9lei^itiiiio etngr^en feitn, |tDrt Dcrfi^ubfitc S^ro« 
^otttett benu^t^ t>on trnm 5er eine tfbirfuitgm üort 20 
®ecunbcn )uläft/ :bfr onbrre abtt mit berfrlbrn Buüers« 
läfpgfeit nur Sfblcfungen Don 1 ffllinute. S)k ®rabt 
ber ^rdcifton, toeld^ brn SBlefungen mit btefen bctben 
SD^eo.boBten etitf|)re(^en/ feien ref{7. & unb A\ @obaim 
\)at man 

alfo üermbge beö SSorigcn 

Ä»:Ä'» = 9:I, 

b. ^. bie @ttoid)tt birfer beiben @attungen Don SSeobac^^ 
tungcn fmb rcfp. 9 unb 1, wenn man ber Jftet^nung 
benjenigcn ®rab ber ^räcipon jum ©runbe [egt, luelc^e 
ben 93eob«ii^tijngen brr ^uoeiten^rt entfjprk^t Pit an^ 
bereu SBorten/ jebe SJieffung mit bem erflen X\)tobiAittn 
ifl 9 Sneffungen mit bem }tpeiten X^euboliten gleid^ )u 
ad^ten, unb fo in bie üled^nung einjufü^ren. 

Ober eö feien Derfc^iebene ßÄngen, n?elc^e in biefrffie 
ätedinung eingeben foHen^ burc^ unmittelbare Anlegung 
eined Slaj^^abt^ ($. S3. bv^ bie SRe^tette) »eflimmt, 
HXib man Derjle^e unter a einen getoijfen ^ar^Eteri(lt:» 
fd^en Set)ler ber einzelnen Sfnlegung beö SJlafflabeö, 
ttvoa ben ma^rfd^einlid^en fjel^ler berfelben, ober aut^ 
einen äuferflen Segler, ber bei ber jebeemaligen ?fnfe* 
gung bed 9na$|labed nic^t leidet üBerfd^ritten toixb. 
SBenn nun bie eine ßänge n unb bie anberc n STnles: 
gungen beö ÜJla^flabeö erforbert, fo ifl in ber erflen 
Sänge ber Segler a?=5fia eben fo leicht möglid^. Wie 
in ber ^weiten ßänge ber ff eitler x =na, ober m«i 
^at 

woraus wie oben folgt 

b. 1^. bie ©ewii^te ber beiben ßängenmeffungen Der^at 
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teil fxi) umgrfel^rt tmt Me Cluabrate ber gängett, unb 
tvttbtn unmittelbar burc^ bie umgetel^rten äßtrt^e bUfer 
Duabrate felbfi auagebrücft, tvenn man ber Sled^nung 
benjenigen ®rab ber ^räcifion jum ©runbe legt, njeld^er 
ber einmaligen Anlegung beö äJlaßflabeö entfprid^t. 

§. 20. 35ie weitere Slec^nung jur ©eftimmung ber 
lurt^rft^einfic^flen SBert^e ber uubefannten ßonflanten a, h, 
c, 2c. flüfet ftd^, vermöge beS im §. 18 aufgehellten gunba^ 
mentaffafeeS, auf bie ße^re üon ben SJtajimiS unb 2JlinimiS, 
tozlicjz in ber 35iferentialred)nung erörtert tüirb. SJlan tjat 
nämlit^ bie35ifferentialDcr^äItniife oberberiDirtenfJunctionen 
Don ber Function 

^1* + a?a* + a?,2 + ... , = 2(a?*), 

lüclc^e }u einem Minimum tt^erben fotf, in 83ejug auf Jebe 
5cr ju beflimmenben ©rö^en a, b, c, 2c. einjeln gleich 5Rutt 
ju fe^en. 35abur(^ er^ftlt man ©leiij^ungen , beren Sfnja^l 
genau berjenigcn ber ju befHmmeuben ®rö^en gleid^fommtj 
olfo fönnen haxaw^ biefe lefetercn biirt^ ha^ gemö^nlit^c 
iSüminationöü^rfa^ren hergeleitet toerben. 

3)ie JRed^nung geflattet jic^ am einfac^fJen, lüenn bie 
Function F linear ift in Sejug auf bie gefuctiten 6onflan=: 
ten a, b, c, 2c. (Sa fei biefe gunction üon ber gorm 

F =^ au'\'bv -\' cw -{- 2t,, 

tüo u, Vf Wf K. bie unabhängigen SBeränberlic^en bejeid^nen. 
3)iefe58eränberlic^en nel;men in ben einjelncnSSeobad^tungcn 
bie befonberen S5Bertl;e eii, »j, Wi, 2C.5 Wj, v^, w^, jc», 
Ws, ^9f v)sf K. 2c. an, unb biefen entfpred^en refp. bie bt- 
obac^teten SBert^e Jf„ Jfa, Ms, 2c. ber Function F. J>ic 
85eobac^tung9fet;ler a?,, jr,, a?3, 2c. ftnb bie S^iffcrenjen itoU 
ft^en biefen beobachteten SBert^en unb ben wahren SBert^en 
ber ?5unction F. S)ie Sfujaljl ber SScobac^tungen ip m unb 
grüper al9 bie 9rn5a^l n ber unbefannten Sonjlanten a, 

b, C, 2C. 
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gtim ^nt man art Sfusbnitf fcer SSeWngutifl, baJß bit 
Function ^x^) ein ©linimum »ctften foff, bie n ®U\^ 
(jungen 

ober wenn man ausführt 

?fn5er5em liefern bie SfnSbrütfe für bie ®eo6a(^tnng8fe^Ier 
^1, ^2, ^3/ K. mit 9lüdffid)t auf bie gegebene ?5orm ber 
Function F fofgenbe m ©lei^ungen 

a?, = — Jlf 1 4" ^^i + i»i + ctTj + ^^• 
a?a == — Jf 2 + au» -fr ipj + CM?2 + 2C. 

iFa = — Jfa + ÖWs + ij^s + Ctt?3 + 2C. 

unb wenn man biefelben in ©ejug auf a, b, c, ^t. bife^ 
tentiirt, fo folgt 

da;, dXy dxi 

dr = "" ä^ = ''' 5r = «'"«- 

dX^ ^^2 ^^2 

dx^ dx^ dx^ 

2C. 

!Durd| ©ubfHtution affer biefer SBert^e Derwanbefn 



^ i)9 oi\im n Qe^mgimgeglr^ii^en fftr i>«d «tiotreten 
4)f8 SAimnium ooti i!(t9>) in jolQtv^t 

dL(u^) + 62(wt?) 4- cJ:{uw) + 2C. = 2(ttiO 

a2(MW?) + J2(!?tt7) + C2(tra) -:|- 2C. = 2(tt7Ä) 

btttn Sfufföfimg für a, J, c, :c. unmittelbar fctt flcfui^ten 
wa^rfd^einfic^jlen SGBertJ^c bicfcr ßonflanten fcnnen lel^rt. 

a)ie SSebcutung fcre @ummeii 2(w»), S(\ii«?), 2c. ifi ^iet 
fofott ffar. 3ebe biefcr ©ummen enthält fo üicl ©lieber 
als Beobachtungen gegeBcn fxnb, imb tiefe ©lieber felbfi fmb 
refp. burd^ bie S)ata ber einjelnen Beobachtungen gegeben, 

§. ZU Um bie Beflimntung ber ma^rf(|;einli(^j}en 
Sßert^e ber gefui^tm Sonjlanten in einigen bcfonbcrcn. 
Söffen jum STbfc^Iuß ju bringen, möge juerfi b^r SaH Be^: 
trad^tet werben, too nur eine einjige gonfiante, a, ju be* 
fHmmen ifl, alfo bie Function F bie ©eflalt bot 

aJlan l^at fobann in btr Wec^nung btB vorigen ^ara* 
grapben äffe befonbeten SBert^e üon v, «?, k. gleit^ Sluff 
JU fefeen, unb erl^ält mithin jur S3efHmmung be9 h?a^t- 
fc^einlii^flen tIBertbeö t?on a bie einjige ®Iei(!^ung 

a2(M0 = 2(wJ!f), 
au8 weliä^er folgt 

JliüM) 



a =? 



2(tt*) • 



®6 fei j. J8. bie unbcfannte Sonfiante a ein SBinfcl, 
ben man aiiQ mel^reren xmter glcld^ günfligen Umflänben 
angejlffften äUetfungen ju bejHmmen fudjt. SJlan l^abe Qt^ 
funben 



neinlNii ClMiNNite. ^ Kt 

•A- TVu 

1) tmti^ 6 nuiligr 9ti|)(tttim 308* 43' !</' 

2) ,, T „ „ 36*» W 2r 

3) „ . 10 „ ,, 51*» 31' 40" 

tw* MvAi)te nun bitft bin fßtxf^t wie' bh btoiaifUUn 
SEBrtt^t M Der ?Jtt«c«on ^ =t a«, kd u teflj. &it SBttt^e 
e> 7, fO ^ftt. ®o6flii« ltoit& 
!(««) =±= 6. 368^43' 16" + 7. 360« lÖ« 20" + 10. 514«3f '40" 

= 9348«» 48r 0", 
SC«^ «t> 36 ^ 49 -f IflO a» fifiS, 

« = ?^^^^^ = 510 27' 10, " 7. •) 

93ete^nct man mit $ülfe biefta SStrt^e wu a bxt 
einjtlnen SBect^f fcer Sutiction ^=*«ii unb fubtra^irt 
taoon bie entfpret^citJben Beo&ac^tetm SSBeri(;e, ober M, fu 
«r^Alt man fClt bie Säeobac^timgftfe^Ier 

»i =» — 5,"ft folBÖi^ ar, > = 33,64 
aj, = - 5,"1 aj, » =a 26j0l 

«,«= + 7,"6 «,»=49,00 

unt man ^«t fraft bec ringeftWitgenen ?0Jet^o*e Me ®es 
mi$()eit, boj^ bie ijm entfh^enbe (Summe btr Ouabrnte 



3lf 



*) 2)ie brei ©fotad^tungen rinjclii genommen geben für a reft). bie 
SBertl^e 

510 27' II, "T. . O A 

510 27' 11, "4 ;. t ' . • 

510 27' 10, '0. 
SBJ0 man tiefe Bci^Itn ald S3eobai(|lung6mert^e het abigen 
SSec^nung jum ©runbe legen, fo muf man benfelben tefp. bie 
Duabrate 36; 49; 100 a(d (Semic^te beifügen^ unb \aX fo mit 
«Rü(f|l^t öuf 5. 19 ein Seifpfcl ju bem näc^jlfolgenben §. 22, 
»tlt^e« benfelben »fl^rfc^einlic^en iSert^ für a liefert »ie oben. 
9Äon fe^e jeboc^ hierüber bie Slnmerfung ju bem folgenben J. 



btx SSeobad^tungSff^Icr oter Z(a?*) =« 108,65 fleiticr au8:= 
flefaffcn ifi, afe jle unter jeber anbcttn Sftmal^me für a 
flemorben fein würbe. 

§. 22* ©n befonberer Sali be8 vorigen Paragraphen 
ifi ber, tüo alle SBertl^c t?on u qUH) 1 gefefct werben, mit* 
l^in fämmtlid^e Söeobati^tnngen fit^ unmittelbar auf eine 
unbe!anute Sonflante bejie^en, weli^e bur^ bie ©leic^ung 

befiimmt wirb. SKan erf^aft in biefem ftalle jtir Sfuffitt:^ 
bung bed wal^rfd^einltd^ßen SEBert^S Don a auB bem SBori:^ 
gen bie ©[eic^ung 

aS(l) = 2(10 
woraus, ba 2(1) s= m ifl, 

^ ~ ~sr ^- ^ i^i • 

SBenn man alfo ben SBert^ einer unbefannten (Sröße 
a bnxä) wieberbolte unmittelbare Snejfungen ju befKmmen 
fud^t, beren ©rgebniffe Jfi, Jfj, Jf», :c. wegen ber unDcr- 
meiblic^en S3eoba(i^tungSfe^Ier nic^t oöKig jufammenfanen, 
fo tfl unter ber SSoraudfe^ung, ba^ fämmtlii^en Slleffungen 
gleid^e äuüerraffigfeit jujufd^reiben fei, ber wa^rfd^eins^ 
lid^fle SCBertb ber gefuiä^ten ®röfe gleid^ bem 
aritl^metifc^en SJlittel aus fämmtli^en beob^^ 
achteten SBert^en. 

3)iefer @afe Don .aritl^mctift^en 3Jlittel, bem mau im 
tägli^en ©ebrauc^e eine ?frt Don unmittelbarer @Di&enj 
beijulegen gewohnt ifl, ergibt fit^ ^ier als eine not^wenbigc 
Solgerung aus ben Dorangejlcfften ^rincipien. a3er auf 
©runblage beSfelbcn ermittelte 8Bcrt§ ber unbefamiten 
®röße Iciflct ber Sorberung ©enüge, ba^ bie ©ummc ber 
Cluabrate ber 83eobai^tungSfc^Icr ober 2(a?2) ficiner tt3irb, 
als wenn man ber uubefannten ©röße irgenb einen anbern 



SBettt) bciflelcflt ^ätte. ?f{6 f)^cx\\6)e SE^atJac^c fann man 
bemerfen, bajf btx in Jftebc flcöcnte ©afc, al8 ein Sfjriom 
betrachtet, urfprünglic^ jitr ©eatünbnng ber 2)let^obe ber 
Meinflen Cluabrate gebient [;at. 

©inb bie S5eoba(^tungen nic^t Don gleitet Bnüerläffig* 
feit, fonbern tfl ber SBertl^ M^ mit bem ©eroidit gi, ber 
SEBertf; Mj mit bem ®ett)ic£)t g2, k. behaftet, fo tt^irb man 
leidyt nus §• 19 fc^iliefen, ba^ ba^ arit[;metif(^c 2Jtitte[ 
jur SSefltmmung t?on a ^ier iiie ©efialt annimmt 

®0 fei j. 83. mie im §. 21 bie nnbefannte Sonfiante 
a ein SBinfel, beffen 2Bert^ man aw^ mehreren 9le|}etitionÖ5 * 
meflfungen ju befHmmen fnt^t. SJtan ^(i\)z gefnnben 

1) bmi) Gmalige Siepetition ben SBert^ 51« 27' ll/'7 

2) n 7 „ „ ,, „ 5lo27'li;'4 

3) n 10 „ n n n öl« 27' lO/'O 

unb betrachte bie Slej^etitionSjal^Ien 6, 7, 10 mie bie ®t^ 
Wichte biefer brei SBeobat^tungen. @8 wirb 

%Ä)=6.5lo2ril/'7+7.5lo27'li;'4+10.5lo2ri0/'0 

= 1183025' 10", 

2(5f) = 6 + 7 + 10 = 23, 

folglich ber ma^rfc^einli^fle SSBert^ bee gefachten SBinfelö 

«=H!?^ = 51o2riO/'9. 

aJlit ©Ulfe biefea SBert^ea t?on a er[;äft man für bie 
aSeobac^tungafetjIer 



I ■ .. ., » nix t^-UN / 



X2 — — 0/5 a?,* = 0,25 

iPs = + 0;'9 ^3« = 0,81 

nnb bit ©umme, irelc^e ju einem SWinimum tüixb, ifl 
2(^3-«) = 1-3,69, 

Sfnmerfung. ^an mirb Bemcrleti, ba^ biefeö Sa^Ieii* 
Ifeifpiel ttJUtg baöfelbe ifl rcie im Dortgen §. 21, wä^* 
rmb fomol ber ®<mg brt Oled^mung ala am^ b<te (£iil* 
refuUot an betben ®tctten l^erfc^tn aitdfoKrn. S)rc 
@runb bieffr ffierfd^ieben^cit ijl in ber Sfrt unb SBeife 
JU fuc^en, nne beibr Sfirfgaben ^ier ber {ftet^nung bar* 
geboten ttjorben fmb, unb eö btirfte jteedfmäjig fein 
barüber not^ Sclgenbed ^injujufügen. 

®e[ett e6 fei bei 9lepettHon6mej|ungen mit bem X^eo* 
boliten bie SSoraudfefrung juläfjig, ba^ ber ffe^r; 
n^e^er im ajipren auf gegebene Dbjerte begangen mfeb, 
gleidf) SfluH gefegt Irerben barf. ^löbann n^erben bie 
einzelnen' äQiitfelmefftmgen, meiere jufammen genommen 
eine Doüfiänbige 9lepetitionöme(fung auömac^en, fehler* 
frei an einanber fd^lie^en unb fic^ ju einer @umme ber* 
einigen,, meldte nur noä) mit ben Sfblefungöfe^lem im 
Sfnfange unb ®nbe ber ganjen 8Dtef|\ing behaftet ifl. 
§Be}eid)mt man a(fo mit a bzn unbeEaunten äBinfel 
unb mit n bie SlepetitiouSja^I, fo fann man in biefem 
Satte bie Sad^e fü anfe[;en, al6 ob burd^ bie JÜepeti* 
tionömejfung. bie @rö^e na in @inem ffcte ber SKeflung 
unterirorfen loorben fei. 5)iefe SSorauöfefcung liegt ber 
JRed^nung beö §.21 jum Srunbe. Unb in ber 9lotc 
ju §. 21 ^at jtd^ überbiee gezeigt, baf, toenn man bie 
au9 ben eirtjelnen Slepetitionemejfungrn fid^ ergebenben 
SBertf)e be9 gefüllten SBinfelö felbfl in bie Sled^nung, 
einfiil^ren luitt', man biefen SBert[;en ald ®en)i(^te bie 
Clu abrate ber9lepetitionöja^(en beifügen muf. 

®efefet ferner ea^ fei bei 9le|jetition6mejfungen mit bcm 
^^eoboliten bie SSorauöfcfeung juläffig, ba^ ber Segler, 
tvtlfi)n im Sfblefen^ auf bem 8imbu§ (mit ©infi^Iuf ber 
^^cifungefe^ler beö 3nfh*ument9) begangen mirb, gleich 
S^luff gefefet Serben barf. 3n biefem gatte ifl e9 gUid^* 



gültig, oB atif brn SStufm, tpeld^e bie etnjcfntn SBin* 
felmeffungen rtner üoDflünbigen 9let)etttieiidmeffung Don 
einanber treunen, jebedmal eine 3[b(efung gemacht merbe 
ober nid^t, unb man barf mithin ^ier bie Sad^e fo 
anfe^en, aU ob bie Slefetitiondmejfung nichts anberea 
ald einen Inbegriff t)on n Sin)els:9}te{fungen bed SBin^s 
felö a barbiete, ton benen jebe nod^ mit ben SSijirfel;* 
lern in i^rem §fnfange unb iSnbt behaftet ifl. S)iefe 
Soraudfe^ung liegt ber Sled^nung bed §. 22 jum 
©runbe, unb ijl bafelbfl in ber Sorm jur Äntoenbung 
gelommen, baf, tvtnn man bie aud tm einjelnen Sltpt^ 
titionömeffungen jid^ ergebenben SBert^e bed unbetann? 
ten SBinfelö felbfl in bie fUed^nung einfül^ren loill, man 
biefen äQert^en ald @eioid^te bie 3$e)}etitiondja^len 
felbft beifügen muf. 

3n ber 3BirtIid^!eit mirb nun !eine biefer beiben 
SSorauöfefeungen jemals in aller Strenge erfüllt fein, 
unb bie obigen SSeifpiele bürfen bemnatfi ^er nur toie 
9ted^nimgdbeif))iele ongefe^en merben, n^elc^e nur unter 
ben angegebenen befonberen SSorauöfefeungen (Sültigfeit 
l^aben. Um ber Sfeirftid^feit t?oIIflänbig ju genügen, 
müfte man eine Bormel conflruiren, welche btn Sijit*= 
fehlem unb ben 9tblefungöfe^lem jugteid^ ätec^nuiig: 
trüge. 3Wan faun aber bemerfen, ba^ bei bm fo ber* 
boüfommneten Sle^tnfhttmenten, toetd^e bie l^eutigen 
SBerfflätten liefern , . bie Sfblefungöfe^ler immer fel^r 
Hein bleiben im S3erglei(^ mit ben SJifirf erlern, unb 
man loirb beö^alb bon ber S33irfli(^ffit fiä) nid^t merN 
lid^ entfernen, totnn man auf bie mit fold^en 3n|hus 
menten getoonnenen SSeobad^tungStoert^e bie jtoeite ber 
obigen SBoraudfegungen ol^ne ^efd^ränfung antoenbet. 
@o ^at ®anj^ bei ber im ^bnigrei(^ $annober bon 
i^m aufgeführten Triangulation immer bie 9le)}etitiond:s 
jaulen felbfl alö ©eioid^te ber einjelnen SBirrfelmejfun' 
gen in Sted^nung gebrad^t. 

§. 23. ®S werbe jweitenö ber Sflff betrachtet, wo 
jmei Sonflanten a unb b ju beflimmen ftnb. ÜDie Suttction 
F Ijat fobann bie ©ejtalt 

9ta'oUx, ^ip tmb Sntegralr. II. 9anb. 25 
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unb man wirb mithin in bcn ©feic^nngen bei §. 20 alle 
bcfonbcren SBcrt^c bon u? 2c. gfci^ 9tull ju fefecn ^aben- 
3uc aSeffimmung bcr ma^rfc^einlit^flen SBcrt^e üon a unb 
i bleiben al\o bie beiben ©teid^ungen 

aS(i*') + 6S(w) Ä 2(wir) 

fl2(tir) + ftS(d») = S(üJlf), 

aue benen folgt 

_ £(t?a)j:(tiJf)— £(tif>)il(piif) 
^ i:(ti«)£(t?»)— p(fw)]« 

, _ i:(tt>)S(t?jf)— r(t(p)S(tiif) 

SBenn man annimmt; ba^ aUt befonberen 93ert^e wn 
u gleich 1 ftnb, fo ^at bie gegebene Simction bie ®e{}a(t 

unb bie n)a(;rf^;ein(i(^{leu SOßertl^e ber gonflantin a unb b 
merben 

^ m£(t?»)— [S(i?)J* 

m2:(t?»)— ii:(t))p 

6in numcrifdjeS ©eif]piel jur Sfnwenbung'^btefer Sors 
mefn n^irb am ©c^hiffe biefer Üfb[;anblnng §. 44 gegeben 
werben. 

§, 24* @a feien brittenö btei Sonjlanten a, b, c ju 
bejiimmen, fo ^at bie gegebene Function F bie ®eflalt 

unb jut Säeflimmung ber rüa^Tf(^einH(i^f}en fSJert^e ber 
(Souflanten a, b, c ^c\i man bie brei (Sfeid^iingen 
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42(11«) + b^uv) + €J:(wo) == 2(t#J!f) 

«E(tw) + 42(0») 4- ^2(w) = ^vM) 

4iS(uw) + 6Z(w) + c2(te?*) = 2(<rJf), 

nii8 fcenen folgt 



a = -^ 



1^ I 



'=4r- 



jS(e)»)2(tp>) - 
+ |2:(mip) 2(pu)) 
+ 12(1») E(»w) 

' . ' 1 

' t2(t#«) 2(1(7») 
+ j2(fiu?)2(tnr) 
+ j2(i«?) 2(Mtt?) 



^=iV- 



2(tt>) 2(p») 
+■ |S(tip) 2(w) 
+ j2(i*!?)2(ttir) 



[2(f?tt7)]»{ 2(«Jlf) 

- 2(Mt?) 2(m?») ! 2(pilf ) 
•2(1111?) 2(ir»)!2(irJf) 

[2(iitr)]»t 2(üJf) 
•2(«f?)2(M?»)f 2(wJlf) 

- 2(w) 2(m>) j 2(M?Jf) 
'• . ■ . - 

t2(uö)]*| l(tßM) 
2(au?)2(p»)j 2(iiJf) 
2(t?tr)2(u»){ 2(pilf) 



2f=2(t#*)2(r«)2(w*) — 2(t#»)[2(w)]« — 2(i^»)[2(wii^)]« 
— 2(w»)[2(ur)]» + 22(iit?)2(iw)2(iw). 

SEBenn bie Dorgcfegte gutiction [\ij teburirt auf 

fo ^at man jur 93c|Wmmung 5er wa^rfc^cinlic^Pcn SBert^e 
bet bxtx Sonflantcn a, h, c in bcn binile^enben ?fu85rö(f en 
überall » = 1 unb 2(t«*)=sm ju fefcen. 

@btnfo fann man aDgemeine ^udbrfide }ur 93tf}im^ 
mung btr ma^rfc^einlic^ßen SBert^e Don Dier ober me^r 
unbrtannten 6on|lanten aufreden; »enn biefe (Sonfhintrn 
einer linearen Function angel^Dren, t>en melc^er eine Steige 

25* 
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i)on btoiaijMtn 9Bert^n, erftfet: a(d bit tfnjal^C 6er un«' 
befannten (kpnflanten, gegeben ifl. 9Ran gelangt ju bie^ 
fen Sfuöbrüien immer anf bem Sßege ber gewö^nlit^en 
(SUmiiidtion. « 

§. 25. Die üorjleI;enbe Verleitung bleibt tüefentlic^ 
biefelbe für atte gätte, tüo bie Function F linear ijl in ©e*^ 
jug auf bie unbefannten Gonflanten a, h, c, jc, wie fie 
auc^ fonft Don ben SSeränberfidjcn u, v, w, k. abpngen 
mag. SEBäre j. 58. F eine afgebraifc^e ganje Suncticn üon 
ber SSeränberlit^en v, b. ^. t?on ber Sorm 

fo hjttrbe man in btn ©leit^ungen beö §. 20 übetÄff 
ti=l^ t(? = t7> 2c. ju fefeen ^^aben, unb mithin jur S3efiims= 
mung ber ira^rfc^einfic^fien SBertlje ber Gonfianteu a, b, c, ic. 
bie n ©leicbungen erl^alten 

fl« + iS (p) + c2(r») + 2C. = 2(J!0 
äZ(p) -f bZ{p^) + <?2(p») + 2C ==* 2:(t?iO 
flS(p>) + 62(1?») + c2(»*) + 2c. = S(r>jr) 

lt. 

Sfe^nli^ würbe man oerfa^ten, wenn bie Witnction F 
tjon ber ?form wäre f 

F = « -(- to -|^ c log p 4" ^* 
ober tjon ber fjorm 

F = fl 4" ^ "1" ^ sin » -f- 2c. 
unb berglei^en. 

§. 26. SCBenn bie Function F nid^t tineSr if» in ©e:» 
iug auf bie unbefannten ©onflatiten a, b, c, 7c., fo fann 
man biirt^ folgenbe IBetrad&tnng wieber aitf bie obige ?Form 
ber 9te^nung jnrüdKommen. SRan wä^fe aus ben gege»" 
benen SBeobat^tungen, beren 9fn}a^I m gröfer üorau&gefej^t 
wirb ald bie 9fnja^I n ber unbefannten Sonjlanten a, b, c,iu, 
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eine beliebige ®uippt Don n SSeobati^tunflen; unb bereti^ne 
öuS berfcFben, inbem man pe für ben STugcnblitf cila fe^Iers' 
frei anfielt; angenfi^erte SBertlje biefer Sonjtanten, bie mit 
A,B, C, K. bejfid^net werben mögen, ©obann fann man fefcen 

unb bieurft^rünglic^eSfufgabe ift mitl^in barauf jurüdCgefü^rt, 
biejenigen SBert^e ber (Sorrectionen a, ß, y, u. ju ermitteln^ 
roeI(^e ju ben gefunbenen angenäfjerten SBertl^en ber unbe^ 
fannten Eonftanten Ijinjugefügt bie nja§rf(^einlid^jlen SEBert^e 
biefer Gonjtanten ergeben. 

3u bem ®nbe ^at man junäc^jl wieber bie Function 
I(a?») JU einem SWinimum ju mad^en, weld>fr Äorberung 
\t%i bwxi) bie n ©(eic^ungen genfigt wirb 



Serner bejeidjne man mit * baöienige;. waö auö F 
wirb, wenn man jtatt ber Sonflanten a, h, c, it. bie ange:= 
näherten SBert^e A, B, C, k. berfelben an bie ®teffe fefet. 
SllSbann erhalt man burc^ ?fnwenbung beö Sa^for'ft^cn 
ge^rfafecS für Functionen t?on me[;rcren 83eränberlicf)cn, unb 
mit SJernac^Iäjfigung ber ^ö^eren ^otenjen ber Sorrectionen 
a, ß, y, 2C. bie Sunction F unter ber Sorm 

wel^e linear ifl in SSejug auf bie unbefannten Sorrectionen 
a, ß, y, K, S)ie SfuöbrüdCe für bie JBeobad^tungSfe^Ier 
a?i, ^%f a?s, 2C liefern alfo mit StüdFftd^t auf biefe Sorm 
ber Function F folgeiibe m ®leiii^uttgen 
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X, = - jr, + *, + a -i+ ß -JS-» +y:«^ +". 



unb üon ^icrauS flepaltct ft(^ 5ic weitere giedjnuufl jur ?fuf- 
fud^utifl ber tt3a^rfc^einli^jlen SSBertljc ber unbcfannten 6or== 
rectionen a, ß, y, 2c; genau wie im §. 20, 5Dlan fe|t 
nämlit^ biefe, Sfuöbrftäe für «?i, a?«, a?8, ic, fo tpic bie bar= 
aus abgeleiteten SCBert^e für bie 3)i|fereutiaIoer[)ä[tniffe biefer 
(Sröfen in ©ejug auf a, ß^ y, jc. in bie obigen aSebitt* 
gungdgleif^ungen für bad Eintreten beS 37linimum Don 
S(a?")5 man erhält babutt^ ©leid^ungen, tüclt^e mit bengnb^ 
gleic^ungen be§ §. 20 Döllig übereinflimracn , fobalb man 
nur bie ®röpen 

ref|3. mit bem obigen 

a; b^ c, 2c. Uf V, w, :c. M 

für ibcntift^ nimmt. X)ie Snbgleic^ungen beS §. 20 ent== 
l^aton mithin in äffen Söffen bie Sfuftöfung ber oorriegen- 
bm STufgabe. 

©offten bie gefunbenen SEBert^e ber Sorrectionen «, ß, y, ac. 
fo beträd^tlic^ auSfaffen, baf man bie ^otenjen berfefbcn 
nic^t o^ne ?lat^^eil glaubt oernatfcläjfigen ju fönnen, fo 
^at matt bie erhaltenen SBert^e btr (Sonflanten a, b, c, 2c. 
tote neue 5rtä^erungStt)ert^e anjufel;en, mit benen tftdn feie 
Slei^nung »ieber^olt. 

®S liegt übrigens auf ber ^mi, ba^ man baö ^ier 
angegebene SSerfa^ren aud^ feibjt in bem t!faffe anmenben 



flfHifleit Onabtate. 3il 

faitn, »0 feie Suttrtion F linear ifl in SBejug auf bie un6e= 
fannten gonpanten a, b, c, jc. 3)a nömlic^, nai) 8f|}jtcf' 
lung ber angenä^ertcu Mzxtlft A, B, C, 2c. biefer (SonJtan== 
im, bie ßorrectioneu berfelben ober bie ©rö^en a, ß, y, jc, im 
aHöemcineu jid^ nur noc^ auf S^ccinuirflcHen t?ou nicbrigercn 
Drbnungcn bcfc^ränfcn iücrbcn, fo erreicht man bamit, lu^ 
mal Ui ücrtridTertcren Sfufgaben, eine nic^t unbcträt^tlic^e 
©rfeiditerung ber numerifd^en Stci^nung. 

§. 27. S5ia ^h^er würbe fortmä^renb bie SorauS^ 
fe^ung beö §. 2 fefjgc^alten, ba^ bie unbefaniiten Sonflan* 
teh «^ b,c, lt., beren wa^rfc^einüt^fle SBett^e gefugt wer^^ 
ben, einer unb berfefben 'Function F angehören foCen, für 
weicht man bur^ SBeoba^tung bie SBert^e gefutiben l)a\ 

^1/ -"J/ -^8/ . . • . -Äfm.' 

!{)iefe SSorauSfe^ung tDurbe ieboc^ weniger au9 9ldt(;n)enbig:' 
feit, alB Dielme^r um ber 93equemlic^feit willen gemnc^, 
unb man überfielt fef/t leicbt, ba^' blefe beoba^tefen SEBerl^e 
eben fcwof aüi) mehreren üon einanber üerf(i^iebeneu:SiinC' 
tionen ange^ren fönnen, wel^e bon btt^ nämlti^eii unbe:= 
fannten Gonpanten a, b, c, 2t. ai^ängig fmb. ^enn wenn 
man in bcra ©^ft^me tjon ©leit^ungen, welches ber §. 2 
barjieHt, baB 3eic^en F attmcllig, inbem man üon ©tei^urig 
ju ©feic^ung fortfdjreitet, je anbere unb anbere Functionen 
bebeuten Iqf t, fo ba^ jebe SSeobac^tnng einer Function Don 
eigener STrt entfpric^t \^ erleiben alle nacbfolflenbeu (Sc^Iüffe 
feinerlei wefentlic^e SKobificationen. T>it ÜJtet[;obe ber flein^^ 
flen Quabrate löft mit[;in bi9 ^ie^er bie Sfufgabe: 9fu8 
gegebenen JÖeobadjtungen irgcnb wcld^er Functionen, beren 
SBerttje oon ben unbefannten (Sonjlanten a, b, c, 2c. ai^ 
Rängen, bie waßrfc^einlit^pen SBert^e biefer ©onpanten ju 
finben. Die Sfnja^l ber gegebenen ffieoba^tungen wirb 
babei fletö größer alU bie Sfnjaljl biefer Sonftanten üoraue- 
flefefet. 
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@tn 3aD/ tet ^iermtf leitet jurätfgefä^ft merbcn fann, 
ifl berjcnige, wo bie SEBert^c 

-^1^ '«*t; -^S; • • . • -Ägi 

immittclbar bco&ad^tcte SBert^e ber (SonPaitten 

a, b, c, \ , . , k 

bebcuten, unb außerbem geiriflfe 5Bcbingunfl8glei(^unßcn 

L = 0, L' = 0, lt. 

flegeben jtnb, benen biefe Sonftanteri genttflen foffen. ®§ 
fei tiAmlic^ m bie ^njn^I ber gegebenen S3eoba^tujigen nnb 
l bie Sfnjal^t biefer SSebingungögfeiti^ungen, tco l<^m fein 
m\x^, fo fann man mit ^filfe biefer 99ebingungag(ei(^ungen 
/ @onjlanten burd^ bie übrigen audbriitfen. @d bleiben miU 
]^in m — / = n ßonflanten bnrd^ bie SWet^obe ber tteinflen 
Quabrate ju bejliinmen, mä^renb bie gegebenen SSeobac^:: 
tungen bie mit geilem behafteten SBert^e üon m Derf{l^ies= 
benen Functionen biefer Sonflanten barfleQen. SHan f)at 
alfo toitbtx einen ^aO ber angejeigten allgemeinen Aufgabe. 
§.28. Um ben jufefet erörterten gaff bnr* ein SSei^ 
fpiel }n erläutern, feien bie unbetannten (Sonpaaten 
a, b, c bie brei SBinfel eineö ebenen S^reietfö, wel^ie niits 
^in ber 83ebingung genügen müjfen 

ö + * + c = 180*. 

SJlan fjait bind} SMeffungen üon glei^er BtiDerlälfigfeit für 
biefe brei SEBinfef refp. bie SBert^e gefunben 

Ml, Jlfj, Ms, 

beren (Summe berf(I)ieben üon ISO® auSgefalleu if!} man 
fragt nar^ ben tüal^rfc^einlic^jlen 9öert[;en jener SBinfel. 

S)a vermöge ber gegebenen ©cbingung8glei(^ung c = 
180^—0—6 ip, fo ^at man nur bie wafjrfi^einlit^pen SBertl^e 
t?on jtüei SBinfeln a unb b ju bejlimmen- SDlan fann mit=^ 
bin bie brei Functionen aufflcHen 



betien refp. bic brei btobaijUUn SBert^c Jf,, M2, M^ juge* 
ffixtn^ barottd erhält mau für bie SSeobad^tungSfe^Ier Xi, 
xt, xs bie ^Tudbrüde 

unb nun faun man mit 3u)ie6ung ber Sorberung , ia^ 
23(a?») ein ajlinimum werben feil; unmittelbar mie im §. 20 
jum Slefultate gelanflen. 

aSeffer t?erfä^rt mau jeboc^ in einem fofc^en 3aIIe nad^ 
ber ajlet[}obe be6 §. 154 biefeS 8e^rbU(fe8, mefd^e eine flleit^:= 
madige föerütfpd^tiguug aller brei ßonflanten juläjt. 3)ie 
Iforberung, \ic\^ 2(a?*) ein 9Winimum werben fott, gibt 
nSmli^ 

da~db~de 

ober wenn man f&r Xi, x^, xt ii^re SSert^e a — Jfi, 
h^Mt, c — M^ an bie ©teOe fej^t 

SfuS ber SBebingungögleic^ung a+i+c« 180<> folgt flber:^ 
bieS 

da '■\- dh '\' de ^ssi Q. 

SOluItipIirirt man bie fe^te ©lei^ung mit bem unbefiimmten 
Sactor X, unb abbirt |ie fo ju ber erfien, fo fommt 

woraus 

a — Jf, + Ä. = 0, J — *,4-Ä, = ö, c — Jlfs + X = 0, 

unb wenn man ^ eliminirt 

a — Mx^=b — Jlfjsc — JBj. 

9Wit 3ujie^ung ber gegebenen ©leit^ung a + * + <? 
= ISO® er^äft man ^ierauö enblic^ 



^3M Wttt^obt btt 

a = Mi-\ ^ — 

6 = J», -] » ■ ^ 

^ , 180«— 3fi— 3fa~if. 
c=JHs-| ^^ i 

*l>. ^. 5ie 9f6tt)ticbuna btv ®itmmc 5cr beo6iad}teten SBert^e 
*„ Mi, Äs ooit t80<> mn^ auf atte brei Sttinfel ?u gfric^n 
Steifen üert^cilt merbcn. 

«Cufgabcn bicfer ?frt liefert bie ©eobäfie in gtöferer 
Saf^l, mb e6 mögen beten noi) einige ^er aufgefü^t 

»erben: 

1) ?nan fjabt aBe göinfrl a, b, c, . , . eineö ^Hf== 
0on8 Don n Seiten gemeffen, welche mithin an bit Äff- 
bingung§gleic^iing gebunben jtnb 

a + 6 + c + ... = (n — 2). 180«. 

SRan fin^t bie ttja^rfc^einfic^lien SBert^e biefer SBinfel. 

2) 93Jan ^abe atte'SBinfef a, b, c, .-- . gemeffen, 
totlä}t um < Sinen ^unft liegen uub mithin an bie SSebin- 
gungag(ei(^ung gebuniien ftnb 

a + J + c + = 360^ 

3) Solan ^abe jur SSeflimmung jtreier SBinfel a unb 
b mi)f nur biefe SßinM einjefn, fpnbern an^ i^re ©uramc 

gemeffen. 

4) ajlan f)abt jur iBeflimmung breier SBinfef a, b, c 
fomcl biefe SBinfel einjeln, al0 auc^ bie Summen 

gemeffen, Unb fo fort 



j 
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III. Uthtt bte 9$nMifiUii btt ^eft^Mey tpeli^e but^ hie 
SRtt^^t btt tUinfken Ctiid^^oU jifunJbjcn mttbtn. 
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§. 29. Söcrtn bic tüal^tfc^einlic^flen Sßcrtbc iber nnit^ 
fannten Sonjtaiitcn a, b, c, it., bereu (Ermittelung au8 qz^ 
gebeueu föeobac^tuuflcu ber 3wedf 5e9 Dorigeu ^bfc^nittö 
gemefcu Ift, mit beu rvaljteu SBert^eu biefer ®rößeu ibentift^ 
wären, fo. mürbe man jefet o^ne ©c^mierigfeit im ©taube 
fein, burd^ §iUfe biefer SBert^e für äffe einjelneu Säffe, 
bzwtw bie fceobad^teten SBertt;e 

SLy, Mi, Mi, 2C, 

ber Äunctiou F cntfprec^U/ bie mal;ren SBert^e biefer fjunc^ 
tion ju btxtijmn. Xxt SJiferenjcn jmif(i^en ber 9le(^nung 
unb ber SScobad^tung mürben fobann bic magren Söert^e 
ber 83eobac^tuugSfe^ter 

- ^1/ ^i, i^3A tu . 

ergeben, unb ba biefe 58eoba(^tuug8fel)Ier au^erbem inS3ejug 
auf bie* §äu|tgfeit i^teS aSorfommenS bem im I. 9fbfc^nitte 
entmidfelteu ©efefee ge^ord^en mülfen, fo fönnte mau barauö 
enblic^ jur 93epiramung ber^^räcifion h ber gegebenen ©e:= 
obat^tuugen, ober auc^, menn man lieber miff, be8 ma^r- 
ft^einfic^en ?Se^ferö r biefer Beobachtungen gelangen. 

Snbeffen bie mal^rf^eiulifi^pen SBcrtl^e ber gcfud^ten 
(Sonfiatttetr/ fo mie bie bat)on abgeleiteten SBert^e ber beobs^ 
ad&teteri Function unb ber SSeobai^tungSfe^Ier, föunen tJon 
' fcenmalbren SBerttjen biefer ©rößen noc^ immer um gemiffe 
cnblic^e 3)itferenjen unterf^ieben fein, unb ba man'ftbet ben 
SSetrag ber wal^ren 9Bert^e f einerlei 9frt DonÄriteftum ^at, fo 
bleiben aut^ bicfe ©Iferenjen üoffforninett unbeflimmt^ SJlrtu 
f ann aber auf biefen ©egenftanb mieber bieünterfui^uugen beö 
1. SfbfcfcnittB übertragen, nämfid^ bie ffrage aufmerfeu näc^ 
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bttjenigen SBa^rft^einlit^feit, mit weichet jiüifri^en btm toaffx^ 
fi^rinR^ften nnb brm wa^ttn SBertlje irgcnb criter ber ßier 
in fdtttaijt fomtnenben ®rö^en eine gegetene 35ifferenj barf 
eWiirtet werben. 35iefe SBa^rft^einlic^feit mirb eine Snnc* 
tion fein t)on biefer 33iferenj, fo »ie tjon bem 9Jlaße ber 
^räcifion, mit welcher ber wa^rfdieinfi^Pe SBert^ ber in 
9tebe fle^enben ®röße beflimmt roorben ijt. Um ben SfuSs» 
bnitf biefer Function ju erhalten, muß man an bie Söctrac^* 
tung beS §. 17 wieber anrnfipfen, weil biefe btn SBeg an* 
gibt, nm üon einem gegebenen ©rfolge auf bie SBa^rfc^ein* 
lic^feiten ber i^m jum ®runbe liegenben mögfid^en Urfat^cn 
einen giütfft^Iuß ju mad^en. 

§• 30. anan fjat nad} §. 17 für bie aBBa^rfc^eintic^* 
feit irgenb einer Somplepon Don SBert^en ber Sonftantcn 
ö, b, c, tt., auf ®runb ber gegebenen SBeobacfitungen, 
affgemein ben 2fu8brurf gefunben 

hä dadb de . . . ., 

wo * an bie SSebingnng gebnnben ifl 

/OO reo /'QO 
/ / kQdadbde = 1 

-QO ^ — 30 ^ — 00 

unb 2 btn SBeit^ ^at 

®iefe Sfuöbrftdfe bebürfcn für ben 3wti ber bedor* 
fie^enben Unterfuti^ung einer SJlobiftcation , betreffenb eine 
ft^ärfere Seflfieffung ber ^ier ju ®runbc ju legenbeu ©e* 
geiti^nung. SHan üerfte^e nämlit^ unter a, b, c, ac üon 
jej^t ^a nif^t me^r bie affgemeinen STudbrüde ftir bie un^ 
befannjten (Eonflanten, fonbern biejenigen befhmmten SBert^e 
biefer Sonfianten, welche nad) §. 18 bie Function £2 gu 
einem ajlapimum mat^n j ebenfo unter a?,, x^, x^, ac* nid^t 
me^r bie affgemeimu Sfulbrütfc für bie SSeobad^tungSfe [iler. 



/ 
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{itttg mit j fo ba^ K eine &>n{lante 6e6eutet, iteld^e an 
Me Sebingung gebunden ifl 

OD 

k'Qdh = 1, 

— CX) 

fo erhalt man euMi^ als STitSbruäT 5er SBa^tf(^einItd)felt 
iroend eined SCßert^d üon k, aU Function biefed SBert^d, 

k'ädk, 

35iefer ?fn8brutf fü^rt nun fofort jur Stuffinbung beS 
gefachten »ai^rft^^einlit^pen SEBert^eS ber ^rScifton k fo »ie 
beS Wrt6rf(^einlit^cn ?fe^IerS r ber gegebenen Beobachtungen, 
^er roa^rft^einlic^Pe SBert^ t?on ä n^irb nämfit^ berjenige 
fein, Weither ben SfuSbnuf bcr SBa^rft^einrici^feit biefer 
®röße, ober 

KQdk 

ju einem Snapmum mac^t. !Diefer ^(udbrud fann aber 
nur bann ju einem SJlapmum merben, toenn bie ®rö^e 

für benfelben SBert^ üon ä gleichfalls ju einem SJlarimjim 
mirb. Unb bamit bicfcS gefc^e^, mu^ man nac^ befannten 
Siegeln ^aben 



woraus 



»=1^ 



m 



als SfuSbrutf für ben tt)a]^rf(^einlic^pen SBert^ oon A. X^ar^^ 
aus folgt fogfcii^ »eiter 

9ila\)ftr, 5)i(t* unb Sutegtatr. Il.öanb. 27 



3iar: WM^OtMß . 

ald ^Mdbrud hn in Siebe filmten: äl^^fc^eitaic^eit ^rlMhi^ 

»Öo e-'*^^^^-^^^ d&ä dAb d^c .... 

meldjer ?fuSbrutf als eine ffunction ber SBeranberlit^en Aa, 
AJ, Ac, 2t. anjufetjen ijl. 

§. 31. 3ur meiteren ©ntttidfelung biefeS SfuabruiS 
in feiner OT^angiafeit t?on ben 35if erenjen Aö, Ab, Ac, 2c. 
bebflrf e8 jefet einer beftimmten ?fnnal}me über bie Statut 
ber Function F. SBie fidb im II. Sfbfc^nüte flejeißt f)at, fo 
ijl ea für bie Sfnwenbung ber aJlet^obe ber ffeinflen Qua:? 
brate aUgemein auSreic^enb, biefe Function al8 linear in 
SSejnfl auf bie ^mbefannten (Senflanten üorauSjufeben, . unfc 
nian Fann mithin mie ini §. 20 f^reiben 

F = öu -|- 4p -|- cir -f" 2c. ^ 

too u, V, w, 2t. bie unabhängigen SSeränbertic^en beteici^nen^ 
welche in ben einjeCnen Säeobac^tungeu refp. bie 9SBert^e 

«1, ^i, ^if iC.) «a, ©a, ITa, 2C.J U^, P», W^, 2t. K. an= 

nehmen. SJlan erhält barauS für bie SSeobad^tungdfe^ler 
^1; ^t, ^9, 2C. bie SfudbrüdFe 

a?i = — if 1 + flUi + toi + <»^i + JC. 
a?i = — üi + flWi H- 6r, -|" «^1+ ^^• 
a?s = — -Äa + 0W3 + tos + cM^s + ^^- 

WO Mif M%, Jfji, 2c. Wie frül^er bie einielnen beobacf)teten 
SBert^e ber Function F bebenten. gbenfo erhält man für 
bie SSeobat^tungSfe^Ier a?i4-Aa?,, a?a+Aa?a, ^Tj-j-Aars, 2t., 
tüefc^e ben geänberten SBert^en 0+^^/ 6+AJ, c+Ac, jc. 
ber unbefannten ßonflanten angehören, bie 9fu8brüdfe 

9l -f-Aj?i = — Jlfi-|-(«-|-^ö)«'i4"(^~l"AJ)f?i+(c4-Ac)ll?|-|-2f, 

iTa + Aa?a = — Mt^{a'^Aa)u^'\-{b^äh^e2-^{c-^Ac)u>r\<t. 

a?a + Aa:a= — Jfa4-(«+Aa)ti3-f-C*Hh^*)*^"f"(<^+^^)''^s+^f 
2C. 



fotüof für bie üerft^iefcenen x aU für 5ie berft^ietenen a?+^/ i 
Dermanbelt ftc^ ber ^udbrud bei SBal^rfc^dttU^feit, ba^ bie 
ita^rcn SEBertl^c bcr unbcfannten ßonflanten Don ben toafjx^ 
[(^cinfic^jtcn SBert^cn a, b, c, it. berfelben refp. um bie 
SDifferenjcn Aa, A6, Ac, jc. Dcrfc^ieben feien, in 

unb erfc^eint fomit unmtttelbnr in feiner Sfb^ängigfeit tjon 
ben J)ifferenjfn Aö, AJ, Ar, n. bargefleHt. 

3)iefer ?ifudbrn(f läf t not^ eine SSereinfac^nng ju. ©ie 
gntoidfefunfl bea (Sjrponenten Don e gibt nämlic^ 

2 [— Jlf + (a+Aa) ti + (i+A6) v + (c+Ac) ir + k.]» 
— S (— Jf + öti + 6r + ctt? + 2c.)* 

= 22( — Jlf-f-fltt+it?+ci^4-K.)(uAa + «^A*+w?^+2fO 

+ Z(aAa-j-t?AJ-f-«^Ac-}-u.)*. 

X)er erfie Don ben b>eiben Steilen auf ber rechten (Seite- 
biefer ®(eic^ung ^at aber ben SBertl; Sflud. S)enn ttdttvn 
man benfefben weiter entwitfeft, fo erhält man 

[2Äa[— E(tilf)-faE(ii»)+*E(iii>)-fcI(uw)+2e.]' 
+2AJ[— 2:(t?lf )4-i2:(w«?) + J2:(<?») +c2(tnp)-f.2c.] 
+2Ac[— 2(t£?Ar)4-ai:(wtt?)4-6I(rfr)4-c2(u?«)+2C.] 
+ 2C. 

unbi ba bie®r&^ena, h^ c, u.^ melii^e ^ier bie toaf)tfä)mts : 
(i(^n äBert^e ber unbtfanitten @onfhinten bejeii^n, bm 
SnbgUitluJtgen bed §. 20 ©enfige leiflen müjfen, fo iß 
jebe »ei^e in biefem legten STudbrutfe für ^tS) glei(^ 9lnfi. 



f u 
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S)er Vudbtutf btx in 9te5e {lr§etil)eu aBü^rf^einUf^:: 
frit wirb ntfo Jefet 

too man and), n)enn man n^iO^ im @^ponenten flatt ber 
©umrne 2(iiAa4-*'A*+^^^4-^0* fürjerS(Ax») [(^reiben 
fann. 

§. 32. S)ie fBetrac^tung biefe8 VttdbrudFd (äft fl(6 
Bequem ju »weiteren Folgerungen fortführen, tvtnn man 
über bie Wuja^I ber unbefannten 6onfianten befiimmte 
^Tnna^men mat^t. @9 fei be|(;arb erflenS nur eine einjige 
unbefannte Sonflante in ber Function F enthalten, alfo biefe 
Function t^on ber ®ejla(t 

F = au, 

mo man nac^ §. 21 al9 n^a^rfc^einHc^flen SBert^ ber un:« 
Belannten ßonjlante finfcet 

_ £(tiJf) 

^ ~ ^m • 

35ie SBa^rft^einJitfefeit, ba^ ber wa^reSBert^ berSon^ 
jtante üon biefem wa^rfc^einliti^ffen ^ert^e berfefben um 
bie SDifferettj Aä üerfc^ieben fei, wirb fobann nad| bertor^ 
fle^enben Formel audgebriuft burc^ 

. S)iefer ^u^brudC ßimmt ber Form naii üoCffommen 
überein mit bem «udbrudCe beS §. 9 für bie ma^x^^tin^ 
ne|feit « eineö SSeobac^tungöfe^lerö x, nämlic^ 

unb betrachtet mau mithin a; a(d bas allgemetne (Symbol 
irgenb einer ^btoeic^ung oon einem SlefuJtate, beffen SBa^r» 
fd^einlic^feit ein SRa^imum if}, fo baj^ d^^ier'mit Aa}ufam^ 
menfAdt; fo laffen \id) f)\tx ade biejenigen 93etra(^tungeit 






r » ^*' * • 



/^ 
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tDicber^ofen, tüelc^e t)cn ©egenflanb 6er §§. 9 bi§ 13 aue* 
machen. 

3unä(^fl erljcirt man unmittelbar, wenn man baS 
2)1 af ber ^räciflon in 5er SBcflimmung beö tüa^r« 
f^einIi(^Peu SBertljeS a mit H bejeii^net, 

b. f). bie ^räcijlen in ber aSeflimmung beö Sßertl)8 a ber 
unbefannten Souftante üerljält fic^ ju ber ^räcifion ber 

flegebenen Beobachtungen n^ie K^l^*) ju 1.*) 

Xa man ferner üermöge ber ©ebingnng, berbie®röpe 
i unterworfen ijl, t;aben mup 

jsr 



ÄQo = 



— ^ 



fo wirb bie in Siebe ftcIjenbeSBat^rrd^einüt^feit felbj! gleid^ 



U)araua erhält man weiter bie SBa^rfc^einlii^feit , ba^ bie 
?fbweic^ung be§ wahren 5öertt)§ ber unbefanntcn Sonflante 
ton bem warjrftfceinlicfcflen Söertt^e a berfclben, abfolut ge^ 
nommen, bie®rö^eAa nidjt überfcbreite, auagebrütft burc^ 
iaS beflimmte Sntegral 



*) äBid man flatt ber §)ränftonfn H unb h bie ®mid)U G unb g 
einführen, ivetd^e fi(^ tpie bie Duabrate ber ^räci|tonen berl^alten, 
fo ^at man unmittelbar a\x^ ber borigen ©leic^ung burc^ Dua^ 
briruug berfetben 

aU ^ludbruc! für bad ©emic^t G bed gefunbenen SBert^ed a, 
wenn unter g bad ©emic^t ber gegebenen ^Beobachtungen t^er« 
. flauben njirb. ©benfo fann man in allen folgenben gällen üer» 
fal^ren. 
SJaöicr, JDiff..- unb Sute^valr. II. ^;k\\\>. 26 
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2H r^ ^-H*^a* 



d^a*^ 



uub menti man Hiia^=^t fe^t, fo fann man bie SBert^e 
biefcS bcfUmmtcn antcgrals auS ber S^ifel beS §-11 cnt* 
nehmen. 

2Ba8 enblic^ ben roa^rfd^einlid^en genfer in ber 
93ejlimmnng beö 8Bcrt^c8 a betrifft, welti^er Ä fein mag, 
fo finbet man 

r 



Ä = 



|/"5:(tt«)' 



fbo r ben tt)af)rfd|einlic^en Segler ber gegebenen ffieobac^:* 
tungen bejeic^net. 

®o l^at man in bem 3a^(enbeifpie(e bed §. 21 

KS(ir>)=«KTb5 = 13,65 

folglich beträgt bie ^rdcijton in ber JBeflimmnng beS 
gPBert^cS a = 51<»2r lO/'T ba9 13,6fad)e ber^rärijton ber 
gegebenen Seebac^tungenj ober ber wa^rfd^einlii^e genfer 
beöfelben 9Bert68 a, b. f). ber fje^fer, mld)n in ber SSe^ 
Pimmnng üon a eben fo leicht überf^ritten , toie niti^t er:^ 

reitet fein fann, beträgt j^ be8 wa^rfc^einfic^en ^fel^ferS 

ber gegebenen ffieobac^tnngen. 

3n bem Salle be8 §. 22, wo eine unbefanute Son^ 
ffante bnrc^ eine lrieber[}oIte 9fnjatjl birecter 2}leffungen 
beftimmt mirb," ^at man 

man fieljt alfo, ba^ bie ^räclfton bea aritt;metif({)en SDIittefe 
im 83er[)ältniffe ber Clnabratwiirjeln nna ber Sfnjaljl ber 
gegebenen ©eobadjtiingen annimmt, ober baß ber n^a^r- 
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f(^einlit^e ^el^Icr in bemfclben aScr^ältiiiffe abnimmt. @o 
entfjpric^t bcm arit^metifc^en SJlittel au9 eimr 4fa(^cn ober 
9frt(I)en Sfnjcil;! üon ^Beobachtungen refp. bcr 2fac^e ober 
3fa(^e SBert^ ber ^räcifton, ober ber jmeite ober britte 
%\jtit be8 ma^rfdjeinlic^en ?5e^ler§. 

§. 33. 6a feien ferner in ber Function F jmei uns: 
befannte ßonjlanten enthalten, fo ba^ biefc ?Sunction bie 
©eftalt ^at 

rro man nat^ §. 23 aU bie tnaörfc^einli^flen SBert^c ber 
beiben (Sonftanten |tnbet 

" ~ L(tt2)Z:(t;a)-[2:(tti?)]a 

X)er 9fu8brndf ber SBa^rfc^einlit^feit, ba^ bie wahren 
SBert^e ber beiben unbefannten ßonjtanten Don biefen 
n)a^rfc^einIi(^Pen SEBert^en berfelben gleic^jeitig refp. um 
bie S)ijferen$en Aa unb A6 üerfd^ieben feien, wirb jefet 

Ä2o e-*'^^«^«+''^*^* rfAfl d^b 
b. i. 

Um hieraus bie SBa^rft^eintidjfeit ju erbalten, ba^ ber 
n)at;re 5öertf; ber erfien Sonflante fiir fid) Dou bem tvaijx^ 
fc^ einlief jlen Sßert^e a berfelben um bie ©iferenj Aa ab^ 
rüeic^e, n^äf^renb ber SBertf; ber jireiten ßonfJniite tjoff- 
fommen unbcflimmt bleibt, Derfcitjrt man irie foft3t. 

26* 
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9tac^ btn ©runbbeöriffen btx SBa^rfti^cinfit^feittrec^«^ 
nung ifl (man öerfli. §. 8) 5ie SSBa^rfc^eitiric^feit, bajf bu 
a^iferenj ^b irgenb einen nicfet nä^cr 6ejHmmteu SBert^ 
unter atten möglichen SBcrt^en \)o\\ ~oo WS +CXD m^ 
nef;me, gfeidj bn (Summe betjcnigen SBa^rfc^einli^feiten, 
n^efc^e biefen möglichen SBcrt^en btx 35ifferenj eüijeln ge:? 
nommen entfprec^en. golglid^ ifl bie SBatjrfc^einlit^fftt, 
ba^ 5ie X)ijferenj ^a einen beflimmten SBert^ bcfifce, tt>ä^* 
renb ber SBert^ üon A6 üoüfommen unbefHmmt bleibt, 
gfeic^ ber namlicben ©nmme, menn man bei ber ©ummi- 
rung bie ®röße Aa wie eine Sonflante betrachtet S)iefe 
(Summe wirb im üorliegenbeu SaHe burti^ baS bejlimmte 
SntegrnI auSgebrüdft 

J —OD 

roo bei ber Snttgration An afö conjlant unb A6 alö bie 
83eränberlic^e nnjufe^eu ifl, auf irelc^e fti^ bie ß^ränjeu 
— CXD unb 00 beö beflimmten Sntegrafö bejieljen. 

Um bie angejeigte Sntcgration auSjufü^ren, fud^e man 
junäi^fl in bem (Opponenten üon e ein üolIflänbigcS dua:= 
brat Don einer oeränberlic^en ©rö^e I^erjnffellen. 9Jtnn 
fefec ju bem (Snbe 

mo (p eine neneSSeränberlic^e bebeutet, [o mirb däb = d(f, 

MWb 

[i:(t;2)P «^ i(t?2) -r^«^ — V 

^""TivT^^ "^ 2AaA62(wi?y -}- Ai^SCt?^) = (p «2(2)2) 
fülglid} 
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Aä« 2(ii») + 2Äa Ai Z(tio) + Ä4»S(o») = <p»2(ü«) 

, £(tt«)£(t?«)-[£Ml« 

S)er obige %(u6&rud t)ermanbe(t ftc^ a(fo in 

J — cao 



ober 



J -cao 



5[bet man ^at gleichwie im §. 9 

/OD /^OO i — 

gmt^in erhält man eiibfic^ für bie 2Bn^rf(^einIit^feit, bnf 
ber ma^re SBert^ ber erjlen Sonjtante i?on bem ma^tfrJöein« 
Ii(^jlen SCBett^e a berfelben nm bie 35iffctenj Aa üerf^ieben 
fei, meieren äQert^ auc^ gleid)}eitig bie jmeite Sonflante 
anneljmen mag, izn Sfn6brndt 

®ani auf biefelbe SBeife finbet man fiir bie 8Ba^r== 
fd^einlic^feit, ha^ ber wa^re 9Bertt) ber jmeiten Sonjlante 
üon bem roa^rfc^einlic^jlen SEBert^e h berfelben um bie S)iffes: 
renj A6 üerfc^ieben fei, »el^en SBertö baneten au(^ bie 
erfle €onfiaute beft^en mag, htw ^nebrud 



ÄßoK« .- 



AMft» 



E(ii*)E(0-lE(w)»] 



, e-*'^*' W) düh. 

§. 34. aSenn man bie gefnnbenen beiben 9fu8brü(fe 
für bie gSa^rfc^einlic^feiten ber Xifferenjen Aa unb bh refp. 
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jtüifi^en i)em tvaljxtn mxb btm tvaif)xfd)t\\\liäjfim JEBert^c 
btx 6cibcn ßonjlauten ber Function 

F=saU'-\- bv 

mit bem 9[ii8brutfe beö §. 9 für bic SBa^rff^einfic^fcit «o 
eineö SSeobnc^tungSfe^Icrü a? üergleic^t, nämlid^ 

tro bie ®rBßc o? eine mit Aa unb A6 analoge Jöebeutunö 
^at; fo laffen ftc^ äf;nUd}e ?5o[gerungen jic^en mic im §. 32 
bei ber llnterfud^ung in betreff einer einjigen unbefanntcn 
ßonflante. 

Sejeic^net man junäc^fi mit H unb B' bie SJta^c 
ber ^räcifion, meiere refp. ber ©efiimmung ber lüal^r- 
fc^einlic^fien SEßert^e a unb b ber beiben unbeFannten Son= 
fianten jugefc^rieben mvbm muffen, fo §at man 



i:{u^)L{v^)^[j:iuv)]^ 






WO A bie ^räcifion ber gegebenen SSeobac^tungen bejeic^nct 

gerner wirb vermöge ber 83ebingung, (xn welche bic 
©rö^e Ä gebunben ijl, 

folgli^ fönnen bie aBa^rfd^einlic^felten fttr ba^ ©tattfinben 
ber SDijfereujen Aö unb A6 axxi^ auögebrtitft werben burc^ 



ß-«'^«VAfl, —e^'^'^'dtib. 



f?ür bie 3Ba[}rfcbeinIic^feiten, bap biefe 3)ifferenäen bei ber 
SSefiimmung ber SBert^e ber beiben Sonflanten abfolut ge^ 
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tiommen nic^t überfc^ritteit ttorben [\nb, erhält man tcfp^ 
bie Sntegrairtuefcriirfe 

2H r^« -H-A«. .. 2H' r^b .H.A»* ... 

. ©nblie^ tütxbtn 6ie waljrfc^cinlic^cn Setztet in 
bn Seflimmung ber SBert^e üon a xinb b, meiere rcfp. mit 
R xmb R' 6ejeid)net tütxbtn mögen, öufigebrüdEt burd) 






E(!?2) 



E(tt*jl(ü»)— [2(11»)]' 



r(ii»)E(t7»)-p(iif7)]a 

WO r ben rüal^rfd^cinfidien Sef;[er ber gegebenen SSeobatft^ 
tungen bebeutet. 

SBenn bie vorgelegte fjuncticn F Don ber ©eflalt ifl 

fo fjat man in ben üorffetienben fjormefn überaß «i = 1 
unb 2](«*) = m ju fe^en , ttjo m mie bisl;er bie 9fnjal;t 
ber gegebenen ^Beobachtungen anjeigt. 

§. 35. enthält bie Function F brei unbefannte (S:on=^ 
fianten, b. [j. ifl fie üon ber ?form 

F = au -}- bv -\- cw, 

fo ^at man.jur Sere^nung ber n)al;rfd;einlicbften SBert^e 
a, b, c biefer brei Sonflanten biejenigeu ?fu6brütCe ju be= 
mifccn, welche fn^ im §. 24 angegeben finben. 

^aä) ber Sormel be6 §. 31 I;at man in biefem ?faffe 
für bie SBoljrfc^einlic^feit, bo^ bie tt)al)ren SBert^e ber brei 
unbefannten Sonfianten üon biefen wa^rfc^einlic^fien SBer^ 
t^en berfelben gleit^jeitig refp. um bie X)iffenrenjen ^a, ^b, 
Ac üerfdjieben feien, ben 9(u8brud 

Äöo e-**^^«^«+^^*+'^^^)' düa düb d^c 
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b. u 

Um hieraus bic SBal^rfc^einlic^fcit ju erhalten, baf ber 
malere SBert^ ber erjlen SonPantc für [x6) üon bcm ma§r=^ 
f(j^einli*pcn SBert^c a bcrfelben um bic a!)iffercnj Aa ab^ 
weiche, toä^rcnb bic ©crttjc ber bellten anbfren ßonftantett 
Dollf ommen un6ejKmmt tleiben , wirb matt öuf üf}nl\ä)t 
SBcifc ju SBcrff gelten rpie im §. 33. . 9Jtau lüirb nämfi(ä^ 
bie Summe ber SBn^rfc^einlidjfeiteu neljmen, tüelt^e allen 
möglit^en SBert^en ber S^ifferenjen A4 unb Ac entfprecben^ 
beibe t)on —oo biö +cso genommen 3 unb al8 STuSbrucf 
biefer (Summe \)at man baQ bejHmmte Sntegral 

/oo /*00 

dA6. / ^-*'lA«'i(«')+.,..+Ac«i:(,.«)]^^^ 
-oo J — CX) _ 

tvo AS unb Ac bie beiben SSeränberlit^en ftnb, auf meldet 
^d) bie beiben nac^ einanbcr auSjufübrenben Integrationen 
bejiel^en, wä^renb Aa bei beiben Integrationen al8 conflant 
anjufe^en ijl. 

3ntegrirt man juerjl in 95ejug auf Ac allein , fo ^at 
man Aa unb Ai ald conftant ju betrad^ten^ unb bamit im 
(Sfponenten ein t)ottpänbigc8 Huabrat üon einer Deränber^^ 
li^en (Sröpe ^ergepellt merbe, wirb man fefeen 

Aa£(fito)+A6£(i;ic?) ... 

ttjo ij) eine neue 5BerfinberIi(^e bebeutet ©obann witb 
d^c = rfi|>, unb 

l^ä£{uw)+^b^vw)]^ ^ 2^a^cL(uw)+2^b^cJ:(vw) , j^ ^ 

folglii^ 
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[Aa» S(tt«) + 2Aa A& E(w) + Ai« S(r«n 
+2 AaAc2(tttt?)+2A4Ac2:(i?w) 4-Ac»S(tt? ») J 

= t|)»2(i£7«) 4- Aö» . P + 2AaA4 .Q-^äbKS, 

too jut 9(Würjung gcfefct morben ifl 

p _ S(tt')i:(u ? a)^[i:(titt?)]a 

^_ £(ttt?)i:(tgg) — S (mi?)E(tni? ) 

^ ^ij^) • 

J)ft obige 3ntcgtaIaH6bru* ücrtüanbelt ftc^ Jefct in 

^ — OD *y — OD 

ober 

J —OD *>^ —OD 

unb weil 

fo erhält man enblic^ 



/OD 



OD ♦ 

Um jefet an?eiten§ bie Sntegratton in Sejng auf A* 
au8jnfü[;ren, tüobei ^a conjlant bleibt, tüirb man eine 
neue ©eränberiic^c cp einführen; meld)e burc^ bie JÄelation 
befiimmt tüirb 

-g^ + A6 = (f. 
SWan f)at fobann dAb == rfip, fo mie ferner 



nw^ ^letd^ wU$n ir jbet ^ 'i)i St^ fle^iüeit »eob^ 
ac^tunflen eben fo leidjt ü6ctf(^reitet, wie nid^t erreich 9Rtt 
anbeten ©orten , er ttjitb mtt flt^er 3ut)erMjfiflfeit eine 
®ränje anjugeben im ®tcinbe • fein, übet roefd^e bet voafjx^ 
fc^einlid^e Seifet biefet SSeobat^tnngen feinenfaSS ^inaud^' 
Qßfftn tann. fSBenn man nun unter bet SBotauSfe^ung, ba^ 
bie ©eflalt bet Function F unbefannt fei, füt F einen 
ganjen algebtaifc^cn 9fu8btu(I mit einet bejtimmten Sfnja^I 
t5on ©liebetn fefet, unb, nad^ bet Setec^nung b^t tDat)r= 
fc^einli(6{}en SBertfje ber unbefannten Soeffirienten biefet 
©liebet, äu bet aSeflimmung beS mat}tfd)einlic^en Se^letS r 
bet 58eoba(^tungen fo wie bet wa^rfc^einlic^en ©tänicn 
biefeö ma^tfc^einlic^en Se^retö übetge^t, fo fann bet (grfolg 
ein jtreifac^et fein, gntmebet bet beted;nete SBett^ üon r 
überfc^teitet bie im 5Botan6 feftgejlellte ©tanjej in biefem 
SaDe jtnb bie iDiffetenjen jwifc^en btn beobachteten unb ben 
betec^neten ??unction8toettl^en gtößet al8 bie mut^maßU^en 
S3eobad^tung8fe^[et5' bie genjäj^lte Sot^n btv Function F 
'fietlt alfo bie gegebenen 83eoba&tungeu in flär!etem SDlaße 
ungenau bar, aU e8 bnxij ben Sinftuf 6et SQ^obacbtungS* 
fe'^Iet allein ^ätte gefc^eben fönnen, unb man tüirb batiu 
bie SBeifung etfennen, bem 9fu8btu(fe bet fSunction F woä) 
ba^ ©lieb bet nät^PfoIgenben Dtbnung ^injujufügen. Ober 
bet bctec^nete SEBett^ üon r fällt innet^alb.bet im üotauS 
feflgejlellten ©tänäej iu biefem Saue ftnb bie Seilet, totlä^t 
bmäi benSinflüf bet ühtid^tig gea^ä^tten Ubtm betSmu== 
tion F entftanbtn fein föhnen, von einettei Dtbnimg mit 
ben 58eobfl(^tung8febfetn, unb fliegen mit biefni jufammen, 
fo bof mitl^itt btx ^efimbene ?fttöbtnrf fftt Fbie gegebenen 
©eobad^tungen fo genau batfhifft, aW ed übetl^atipt butt^ 
eine ganje a\Qtitaifäft Siiiietlen möglich if!. ^an fann 
alfo in bem legten gtaHe 6en erlialtenen 9ftt8btudf bet ?funcs= 
tton F filt ben weiteten ®ebrau(^ beibehalten; nwbei e8 nut 
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bedfelben niemald ü6lr i»1ß<@f#n|en:)>e^eii(igefi^p6A(|ttftim 
gen ^n(iud*:auap{)e^t' n^rrben 5ar;f/i.otif i)ei)rtv feine @nt^ 
Pe^ung. 6em^et. 

@o tvitrte in einem f)itt nid)t lueifer )ii etSrtfrtibett 
fBeif^nele, tt>o 47 4Beet<i(l^tungen einet 9itHtti«n F mvUgtn, 
wtl^ nur (tn bie beiben ©rtingungen f (0) «=■ ttnb 
F(— p)«s*)[r) gebunben war, jHtrfl gefefct 

ber barauö.ric^ ergebcnbe SBertI; beg ma^rfc^cinliti^en Ser)fer8 
ber aSeobai^tungen fiel inbeffeu fo groß aM, bap ber S3e=: 
oBat^tcr jidjer mar, einen fo großen Seoba^tungefe^ler 
nur in feltenen gätlen begangen ju ^aben. X)eß[;at6 mürbe 
weiter gefefet 

moburc^ ber mar^rfc^einlic^e Seljler auf bie gemttnft^teÄfein- 
^eit gebracht würbe, a^iefer lefcte 9fu6brn(f fonntc beß^atb, 
innerhalb ber ®ränjen ber i^m jum ©runbe lieoenben ©e« 
obadjtnngen, al8 ^inrcit^cnb genauer ?fuöbrutf ber unbe* 
fannten Function beibel;alten tt?erben. 

6in no(^ genaueres Kriterium in SBetreff ber ange« 
meffenen SBal^f ber gorm ber Function F txf)&lt man, wenn 
man mit |)fllfe be8 berechneten SBert^S üon r, weld^er im 
allgemeinen ber vorigen Sorberung f(^on ®enüge leiflet, 
nati^ ber Tabelle be8 §. 13 bie fBert^eifung ber 93cobac^tung95= 
fehler in Söejug auf i^reOrö^e unterfu^t unb mW benburd^ 
bie 9le^nung gefuiibenen SBertljen ber JBcobac^tuHg&fe^ler 
Dergleicftt. 3e me^r ^ier Uebereinftimmuiig tjerrf^t, bejlo 
me^r ifl man ftd)er, ba^ ber ©nfluß ber unrichtig gewä^l:^ 
ten fSorm üon F auf bie Diferenjen jwifc^en ben beobac^*^ 
teten unb. ben berechneten Sunctionöwert^en üerfc^winbenb 
fein muß im SSergleic^ mit ben geilem ber SBeobo^tung 5 



4» WM^bt bev 

jr= 2:(i««)2:(»»)2:(ipt) - e(ii«)[E(w)]« — i(v*)muw)y 

— E(tr»)[2(iit?)]a + 22(«r)S(iiM?)S(iw). 

gerner fönnen bit in Siebe fletjenben aBa^rf(^einn^=: ^ 
feiten ber Differenäen Aa, A6, ^c, fettfl refp, auSflebrüdft' 
merbcn buri^ 



/ä 'Vi ' V^ 

unb wenn man biefe 3)i|ferentiaIau8brüdPe refp. t)on — A« 
bis Aa, t)on — A6 biö A6, üon — Ac bis Ac integrirt, fo 
erhält man bie SBn^rrc^einlic^feitcn, bo!^ biefe brei J)i|fes 
renjen refp. bei ber Sejlimmung ber SBert^e ber brei 6on- 
jlanten nid^t überfi^ritten werben jinb» 

6nblidj werben bie tüa^rf(^einfi(^en fje^ler in 
ber SSejtimmurig ber ma[)rf(^einnc^jlen SBert^e 0, 6, c ber 
brei unbefannten Sonjlanteii; wenn man biefelben refp. mit 
Ä, Ä', Ä" beaeit^net, 






J:{v^Z{w^)'-IL(vw)Y 



N 



i:( «')i:(if?»)~-[£(mg)]' 

N 



j(^ ^ j. l /^W^(^") - P(«^)l' 



WO r ber wabrft^einlitfte gel^fer ber gegebenen SSeobad^tun^s 
gen ift nnb N bie obige JBebentung ^at. 

Söenn bie Function F bie ©eflnit l)cA 

fo ^at man in btw üorjie^enben gormein überall w = 1 
unb 2(«i*) = «i jn fefeen. SBenu ferner ift 

fo wirb man überbieS w in t>« oerwanbefn. Unb fo in 
ä^nlic^en gaffen. 



fUtttfieti Oitifttatr. 
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tarjhdt; xmUx bU (feefJiitt gebradjt loetfcctr 

wo a uub 6 Gonpaiiteu finb. SBaö bie aSebeutung biefer 
gonflantcii betrifft, fo erfemit man Uidjt, ba^ bic Sonflaute 
a ba^ fpecipfc^c ^etridit beS in ber 8egirung cnitjaltnieii 
Änjjfcvö btit\fi)mtj bie Sonjlante b bngegen brüdCt bicjenifle 
3una[;mc beö fpecijtfc^eu ©emic^tS ber ßegirung nuö, tt?eld^e 
einer 3una^me bea Seingcl)fllt8 um je 1 ®rän entfpric^t. 
©e|t man t?=28&, fo mii^ ber entfprcc^enbe SBert^ Don 
F bc[^ fpeciftfdje ®m'\ä)t beö in ber ßegirnng cntl^altenen 
reinen Silbers liefern* . 

3ur ajejlimnnuig b.n*2Bertrie ber nnbefannten Gonflan« 
ten a nnb b würben bie nac^ffefjenben 95 Seobad)tnn9'en 
rtugeflellt/) 35iefefben bejieljen ficft anSfe^Iiepüc^ auf fleprcig» 
te8 Silber, v bejeic^nel bzn befannten flefe^Iic^en geingetnllt 
beö (Silbers, in ®rau, uub M ba^ beobachtete fpecififdjc 
©en^i^t beafelt'en, b, [;, btw b^bba^teten SÖertI) ber gunc« 
tio.n F, meldjer jcunn gegebcneh SBert^e oon't? jugefjürt. 



m 



M^ 



?Rt. 



V 



*»i 



M 



9?r. 



V 



*i^ 



M 



9«r. 



M 



1 
2 
3 
4 
5 



•286 



ff 
if 

ff 



.10,492 
10,487 
10,458 
10,480 
.10,503 



6 
7 
8 
9 
10 



286 

ff 

284 
266,4 

ff 



10,497 
10,467 
10,464 
10,374 
10,345 



11 
12 
13 
14 
15 



266,4 

ff 
ff 

264 
261 



10,351 
10,355 
10,373 
.10,332 
10,306 



*) ^icfc ©eobac^jtungm jtab entlehnt aus" ber Slb^anbtung : ;Die 
l^^broflatifc^e Silberprobe ober ba« fperififc^e ®ett)ic^t aU ^robe 
auf ben 5eingel)(rit beö legirtcn @ilber6, üon'Äart ÄarmarTcJ 
(SWitt^eitungen be« ®ewerbe=a»erein«, fiief. 55). ©ie pnben ficj 
bafelbjl in ben itabeaen IM unb VII. 
fWaüler, iDiff.* uub 3uteiivalr. II. 33aub. 28 
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»t. 


V 


M 


«t. 


V 


M 


Kt. 


V 


M 


16 


260 


10,312 


43 


240 


10,211 


70 


168 


9,744 


17 


// 


10,274 


44 


ff 


10,211 


71 


ft 


9,766 


18 


ff 


10,321 


45 


ff 


10,208 


72 


ft 


9,768 


19 


259,2 


10,314 


46 


ff 


10,207 


73 


162 


9,746 


20 


ff 


10,309 


47 


ff 


10,204 


74 


150 


9,663 


21 


ff 


10,296 


48 


ff 


10,202 


75 


ff 


9,662 


22 


ff 


10,282 


49 


ff 


10,190 


76 


ff 


9,646 


23 


ff 


10,297 


50 


ft 


10,198 


77 


ff 


9,640 


24 


ff 


10,346 


51 


ff 


10,202 


78 


ft 


9,667 


25 


ff 


10,315 


52 


ft 


10,203 


79 


ft 


9,662 


26 


ff 


10,302 


53 


If 


10,189 


80 


ft 


9,681 


27 


ff 


10,289 


54 


216 


10,100 


81 


ff 


9,672 


28 


ff 


10,289 


55 


ff 


10,092 


82 


144 


9,637 


29 


ff 


10,271 


56 


ff 


10,072 


83 


126 


9,532 


30 


ff 


10,300 


57 


ff 


10,067 


84 


108 


9,439 


31 


// 


10,288 


58 


ff 


10,074 


85 


96 


9,385 


32 


ft 


10,273 


59 


ft 


10,073 


86 


ft 


9,383 


33 


ff 


10,291 


60 


ff 


10,055 


87 


90 


9,333 


34 


ff 


10,28t 


61 


213 


10,068 


88 


ft 


9,306 


35 


ff 


10,272 


62 


193 


9,944 


89 


ft 


9,317 


36 


252 


10,260 


63 


192 


9,890 


90 


64 


9,203 


37 


250 


10,265 


64 


190 


9,888 


91 


ft 


9,196 


38 


ff 


10,261 


65 


ff 


9,931 


92 


63 


9,196 


39 


ff 


10,257 


66 


168 


9,810 


93 


u 


9,237 


40 


ff 


10,250 


67 


II 


9,776 


94 


II 


9,153 


41 


ff 


10,252 


68 


II 


9,767 


95 


II 


9,197 


42 


240 


10,237 


69 


II 


9,765 


■ 







fUinfttn Quabrate* 43S 

3)cr Sfnblidf biefct Sabeffe fc^tt, brt^ bie SEBert^e Do« 
Jlf, infofern fie bcn gegebenen SBert^en »on » jugel^örert 
foSen^ mit Se^fern 6e^i)ftet jin5, welche bis ju mehreren 
einleiten ber jweiten Detimalfleffe aufPeigen. üJlön fann 
biefe ^e^Ier mif bie folgenben brei Quellen jutürffflbren. 

1) geiler in ber JBefiimmung ber fpecififc^en 
©emit^te. iJiefc Scf^Ier, welche affein bem SBeobac^ter 
jujufc^reiben flnb, fönnen bad fpecijtfc^e ©eimd^t eben fo 
leicht /(u groß, wie ju Mein liefern. Ueber bie möglid^e 
®röfe biefer geiler gibt bie 83emerf«ng beö SSeobac^terS 
einen Singerjeig, bai^ wbie britte SiecimatfteOe fajl niemale 
nie üöffifl ft^er betrcid^tet werben fann." $ierauö wirb 
man nämfic^ ft^ließen bürfen, baj^ bie jWfite S)eamalfieffe 
in ber Stege! al& juDerläfflg gelten fann, ober ba^ ber 
nja^rfdjeinlit^e ^e^ler ber 93eobad^tungen, infofern er au8 
ber angejeigten Seljterqueffe allein bertjorge^t, weniger al8 
eine ©intjeit ber jweiten S)ecimaipellc betragen wirb. 

2) Segler in ber ungleichen ßomprimirung 
bea Söletatle unter bem ^rägfiem pel. X)a bie nxx^ 
terfut^ten SJlünjflüdPe auS fe^r üerf^iebenen SWünianpalten 
^crrü^rten, fo fann über ba^ SSor^anbenfein biefer Sel)ler 
fein 3tüeifel fein. Die Jftecbnung wirb alfo für eine ge* 
wiffe mittlere ßomprimirung beö aJlctallS gelten, wet(^e in 
btn einjelnen Fällen eben fo lei^t überfc^ritten, wie nic^t 
erreid)t wirb. UebrigenS barf man bie abfolute ®röfc bie- 
fer Segler in ben SBert^en t)on M ^ö^ft wa^rft^einlit^ alfi 
oerfc^winbenb anfe^en im SBergleic^ mit ben Seglern in ber 
S3eflimmung ber fpeciftfc^en ©ewii^te. 

3) ?fe^ler in ber Sompofition ber ÜJletalU 
legirnng. ^ier muf man bie beabji^tigten Seljler t?on 
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btn jufänvflcu f?ef)lern untctfijjfiben. ®eöii „t^ gcfcbiet^t 
imf)i, 5a^ {Snünjen {befoitberd b\t bnxi) i)t\\ Umlauf fd)on 
abieuufeten, bev SEBei6fub:=J)etfe. öermi^teu) \m 1 pbe.t ein 
^artr (äräri geringtjaUifler fmb, art -bU aJliinjßeftfegfbHngeii 
üorff^veibcii} ja mau pflegt miffeatUtfi um 1 bt6 2 ®tän 
ircnigcr fein ju fegiven, inbcm man auf bic Dcrfeinernbc 
SBirfung bes SBcißfubcö redjuet, fo öa^ bie nbgenufetc 
fötünjc um eben fo Diet unter bem noralnellen geingc^nlte 
bleiben mu^." 5)ieff be^b flcbtigten ?fet;fer fönnen burd^ feie 
bcücrfke{)rnbe 9te(^ming nic^t nuögemittcft werben, üielme^r 
wirb ber ©influ^ berfelbcn biirin befief^m, bn^ i>ie 6on* 
finnte fl unb tietteic^t ani) bie Sonjlante 6 um ein ©erin* 
ges feblcrbnft au6fallcn iinrb5 oder mit anberen SBorten^ 
man erbält bur* bie folgenbe 9lec^nung ba8 fpmfifi^e ®e= 
toiijt bea geprägten ©Ifbere nicbt af8 SSniuticn fcine& wab^ 
Ten ^eingebaltö , fonbern als Function feinee gefefelidjen 
geingef)fttt8 bargeflellt. SBaS bagegen bie jnftittigen geWer 
in ber Sampofitiim btt Sölctallfegirung betrifft, fo fönnen 
biefelben tbm fo n^ol}! pcfitiü tt?ie negatit? ausfallen 5 uub 
übet bie abfolutc ®rü^e biefer Setter Iit^ ficb nur bciB 
auSfagen, ba| i^r ©influ^ auf bie 3Bertt)e düu M merfücf) 
geringer bleiben toürö alB ber Sinpuf ber ?fcl;ler in ber 
93efiimmung ber fpecififcöen ®en.n*te. 

?5erner [>if man nod^ bie folgenben beiben Umfiänbe 
JU bead^ten. 

4) Die gegebenen Scoba^tungen werben 
^ier als gleid^ juüerläffig t?orau9gcfe|t. Diefe 
SSorauSfefeung ift in ber S^at unridjtig. S)a nämlirfi bie 
fpecifif(^en ®emic^te auS abfofuten ®M'\ä)Un hergeleitet 
rcorben fmb, toefc^e in ben t)erf(^iebenen S3eobat^tungen 
Derfc^icbcne SBcrt^e Ratten, fo rocrbcn, wenn man biefe ai^ 
folnttn ©emic^te aU gfeixf) juüerläfjig anfielt, bie fpecififc^en 



®cn>id>U b?jio geuauev fein muffen, je größer bie 'bei>ba4» 
tet«n rtbfotutcu ®emi4lt€ flcwefcn finb. 3n aller ©tccngi 
mü^te mau a(fp beu cbigeu SBei:t^eu Don ilf'@emi(^te 
im ©innc beö §. 19 beifügen, meiere üon ben beobadjteteu 
abfohlten ®crüid)ten ber SJlünjfH'icfe abhängig jtnb unb bie 
relatiüe ©enauigfeit ber eiujelncn 23eoba^tungeu d^arafte^ 
riftren. Söill man bie8 nnterlaffen, fo ]üf)xt man bamit 
eine neue ?5eI;IerqueIIe ein, beren ©infTup in Jen obigen 
SBert^icn Don' iff entl;alten iflj b. f;. bie 9led)nung rrirb 
unter S5orau§fefeung eines gemiffen mittfereu ®rabe8 Don 
©enanigfeit gefüf)tt merben, tt)S|renb juglei^ bie in 1) 
angejeigten Segler Dergrb^ert erfi^eiuen. 

5) S)ie Function F = a-j-bv tvivb als ber 
tva^xt Sfuöbrucf ber 9X bf;ängigfeit beS fpecifi^ 
fdjen ©eiric^tS bei ßegirung Don it)rem Sein:= 
gemalte angefe^en; ®iefe S3örau§fe^ung ifl gleidifairä 
nid)t jlreng richtig. Jjic Srfaljrung (ef^rt, ta^ baQ 3n^ 
fammenfi^meläen ^tl^eier SWctaHe eine Sfeuberuug if^rcS 85o^ 
lumen jur f^olge ju ^aben pflegt, unb e8 lä^t ftc^ Doraug:= 
fcfeen , ba^ biefe SSoIumänberung am beträc^tlic^ften fein 
wirb, loenn beibe SlJletalle na^e ju gleichen Streuen Der- 
fcunben werben (waa btn mitteU)aItigen ßegirungen ent- 
fpri^t), bagegen am geringften, wenn ein gropeö duan:= 
tum^ beS einen 9Jletall8 mit einem Weinen Cluantum beö 
anberen 9Jletall9 Derbunben tnirb (wie in bm ^oc^^altigen 
unb beri geringr;artigen Segirungen). 35ie gegebenen SBert^c 
toon M fönnen mithin jlreng genommen niäjt bnxä) eine 
lineäte Function btQ ?5einge^alt8 bargefteHt werben, Diet 
tne^r ifi bie wa^re ©ejlalt biefcr Function unbefannt 
9Jlan Ijat alfo bier ein Seifpiel ju §. 43, unb ea wirb, 
wenn man jene lineare fjunction beibeljält, ber Srfofg ber 
Jftedjnung entft^eiben muffen, ob bie in 9lebe fieljenbe 



438 tttti^obt bn 

gunction a(d ein ^inreid^enb genauer $fu6bni(! ber gege- 
benen ^eotad^tungen angefe^en werben fann, ober nxijt 

a5ie giedinung felbft Qt^talM flti^'nun wie folgt. 



I. 



3ur aSeflimmung ber ma^rft^einlit^ffen SBerttje fcer bei- 
ben ßonftanten a unb b f)at man naä) §. 23 ble Sormetn 

_ £(p«)E(Af)-i:(p)£(üy) 

. fnL{vM)-'^v)^M) 

$ier ifl m = 95. S)ie SSerec^nung ber ©ummen S(ü), 
2(1?«), S(Jlf), 2(t?if) Icißt fxä) baljin Dereinfadjen, beiß man 
juoor biefe ©ummen für biejenigen SSeobacbtungen einjeln 
fceree^net, welche ju einerlei SBcrt^ oon v gehören, unb 
^interl^er erjl alle ^artialfummen in eine ©umnie oereinigt. 
a^ie Slefuftate finben fic^ in folgenber Sabelle. 



tMufUn Caut^ntt. 
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9?r. 


S(») 


£(»«) 


2(*) 


^v^f) 


1—7 


2002 


572572 


73,386 


20988,4 


8 


284 


80656 


10,464 


2971,8 


9—13 


1332 


354845 


51,798 


13799,0 


14 


264 


69696 


10,332 


2727,6 


15 


261 


68121 


10,306 


2689,9 


16—18 


780 


202800 


30,907 


8035,8 


19—35 


4406,4 


1142139 


174,985 


45356,1 


36 


252 


63504 


10,260 


2585,5 


37—41 


1250 


312500 


51,285 


12821,3 


42 53 


2880 


691200 


122,462 


29390,9 


54-60 


1512 


326592 


70,533 


15235,1 


61 


213 


45369 


10,068 


2144,5 


62 


193 


37249 


9,944 


1919,2 


63 


192 


36864 


9,890 


1898,9 


64—65 


380 


72200 


19,819 


3765,6 


66—72 


1176 


197568 


68,396 


11490,5 


73 


162 


26244 


9,746 


1578,9 


74—81 


1200 


180000 


77,293 


11594,0 


82 


144 


20736 


9,637 


1387,7 


83 


126 


15876 


9,532 


1201,0 


84 


108 


11664 


9,439 


1019,4 


85—86 


192 


18432 


18,768 


1801,7 


87—89 


270 


24300 


27,956 


2516,0 


90—91 


128 


8192 


18,399 


1177,5 


92—95 


252 


15876 


36,783 


2317,3 


1—95 


19959,4 


4595195 


952,388 


202413,6 



4M VÜA^itfC 4kt 

' ©uB|HtTntt man"'E»ie'fc' Werll^e'TOre' Wgen^lTdfmeTn^ 
fo erfjätt man -. , - 

..,^^. . .^ .. ^ .. Q3Q05456Q w«-^~. . ..« «,^. 

"* ==="38165^ = ^'®^'^.^^ . '■ 

güJlmi fvtt alfo als SfuSfenitf ber Sunctibn* F, lüeld)? 5a8 
'^^ecififdic ®emic&t i>c8 geprägten fupferf}nltigen @llbcr8 
nit(^ ben gefeilteren ^einge^alt » beöfeibeii barffefft, 

' F « 8,81 297 + 0,0057695 .. » } 

ober *n?iH man baS- f^ecijtfc^e ®emid^t ftur biö jnf britten 
S)erimaf|hlle Ijaben, "fo vo'xt f8 bie ötlgen beobaditetett 
Söi?rtl;e gtben, fo fann man fürjer fc^retben ; ' 



a = 8,813, *-^:=== 0,00577 , 



unb 



.F = 8,813 +-0,00577,?,; 



. 1 



I . 



II. 



- Um» über bU .®enauigleit bcr ©eobö^^ungcnjit. einem 
Urt^eif jn gefangen,- beregnet man mit-^üffe bei (^un^ 
ttnzu^ 2tu8bru(f8. ter gnncticwi F alle SBertfie biefer Simc« 
tion,. iüetc^e ben SBert^en tjou v juget;&ren, benen blc oben 
ßegebeneii^ ©eobqdjtunflen. jflti£refon i^imL&.ai:aJifl fmiptc 
t)ie SBertlje ber ©eobac^tung8fe^ter F — Jlf = j? imb.bct 
Clnabra+e biefer ©eobac^tungafel^rer. SJlan "finbet foTgcnbt 
SRefuftate. 
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X* 


3lr 
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10,463 


—0,029 


0,000841 


29 


10,309 


+0,038' 


0,001444 


2 


ff 
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24 


576 


30 


ff 
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9 


81 


3 


ff 
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5 


25 


31 


ff 
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21 


441 


4 


ff 
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289 


32 
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" 1296 
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ff 
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42 


' 1764 


33 


ff 
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18 
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6 


ff 




34 


- 1156 


34 


ff 
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28 


784 


7 


ff 
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4 


16 


35 


If 


+ 


37 


'- 1369 


8 


10,452 




12 


144 


36 


10,267 


+ 


7 


49 


9 


10,350 





24 


576 


37 


10,255 





10 


100 


10 


// 


+ 


5 


25 


38 


ff 
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36 


11 


ff 


— 


1 


1 


39 


ff 
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12 


ff 





5 


25 


40 


ff 
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5 


25 


13 


ff 





23 


529 


41 


ff 
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3 


9 


14 


10,336 + 


4 


16 


42 


10,198 
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^ 1521 


15 


10,319 
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13 


169 


43 


ff 
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169 


16 


10,313 
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44 
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169 


17 


// 
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ff 





8 
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ff 
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16 
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169 


49 


ff 
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64 
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729 
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ff 
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12 


144 


51 


ff 





4 


16 


24 


ff 





7 


49 


52 


If 


WMM* 


5 


25 


25 


ff 




6 


36 


53 


If 


+ 


9 


81 


26 


ff 


+ 


7 


49 


54 


10,059 




41 


1681 


27 


ff 
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20 


400 


55 


tl 





33 


- 1089 


28 


ff 


+ 


20 


400 


56 


If 





13 


169 



sjlastet, ©if* Ulli) Suteatatr. Il.fflanb. 
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r 

9lt 


P 


S 


< 


X* 


9Jt 


F 


X 


X* 


57 


10,059 


-0,008 


0,000064 


77 


9,678 


+0. 


038* 


0,001444 


58 


'/ 


— 


15 


225 


78 


ff 


-f 


11 


121 


59 
60 


ff 


— 


14 


196 


79 


// 


+ 


16 


256 


ff 


+ 


4 


16 


80 


ff 


— 


3 


9 


6t 


10,042 


— 


26 


676 


81 


ff 


+ 


6 


36 


62 


9,927 


— 


17 


289 


82 


9,644 


+ 


7 


49 


63 


9,921 


+ 


31 


961 


83 


9.540 


+ 


8 


64 


64 


9,909 


+ 


21 


441 


84 


9,436 




3 


9 


65 


» 


— 


22^ 


484 


85 


9,367 




18 


324 


66 


9,782 




28 


784 


86 


ff 


— 


16 


236 


67 


f/ 


+ 


6 


36 


87 


9,332 


— 


1 


1 


68 


tf 
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15 


225 


88 


ff 


+ 


26 


676 


69 


ff 


+ 


17 


289 


89 


ff 


+ 


15 


225 


70 


•' 1+ 


38 


' 1444 


90 


9,182 


— 


2{ 


441 


71 


// 


+ 


16 


256 


91 


ff 


— 


14 


196 


72 


ff 


+ 


14 


196 


92 


9,177 




19 


361 


73 9,748 


+ 


2 


4 


93 


ff 




60 


■* 3600 


74 


9,678 


+ 


15 


225 


94 


If 


+ 


24 


576 


75 „ 


+ 


16 


256 


95 


ff 




20 


* 400 


76 


+ 


32 


- 1024 












• V 


n 


*J «» 






S(x') - 


0,038053 



ajtaii er[;äft bicrauö lui^ §. 41 nl9 luatjrfc^cinlicfejteu 
SBertf; beS mittfcren S etiler 6 ber gegebenen SBcobad}* 
hingen, inbem man m = 95 nnb n = 2 fefct, 

. = 1/^=1/?»= 0.020228; 

folgfic^ iilö iv)af;rfc^^einnif)jlenSBert[; beS ira[;rfc&einli(!^cn 
Sel}Iei*ö ber gegebenen 93eo&ad;tnngen, ober beS Se[}fer9^ 
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t&tlijzx abfohlt genommen in 5er SSeobati^tung btx 95BcrtI)e 
feer fjunction F eben fo leitet überfc^ritten wie nic^t er* 
reitet ttjirb, 

r = 0,6744897 . e = 0,013644 5 

iinb enblid^ nai) §. 39 fiir bic mal;rfcfeeinlicben ®rän* 
jen beS ma^rf^einlidjcn gebterS ber 83coba(^tungen bie 
SB^rt^e 

3)iefe SEBert^e tüibcrfpred)en bm 6rit>artungen nic^t, 
tt)cld)c man Dermöge ber obigen Sfngaben über bie üor^an- 
benen Set^lerquellen fdjon im t?orau8 über bie ®ri)pe beö 
tüa^rfc^einUd^en Seglers ^egen burfte. 9fu(^ jlimmen fie 
fe^r gut ju btn oben berechneten SBert^en ber 85eoba(i^== 
tung8fe[;[er a?} benn man I;at 

47 geiler unter 0,014 

48 geiler über 0,013, 

mitl^in Bat man aud^ ^ier ben n)at;rfd)einlid)en eJcl^fer ber 
SBcobac^tungen jwifc^en 0,013 unb 0,014 ju fuc^en. 

©efet man r = 0,0136 unb ge^t mit biefer 3a^I in bie 
Tabelle be8 §. 13, fo finbet man über ba8 SSorrommen 
ber SBeobad^tungefeMer in Sejug auf i^re abfolute ®röße 
SoIgenbcS : 



Unter r fatten 

3ioif(^en r unb 2r 
3n3if(j^en 2r unb 3r 
3n3ifd^en 3r unb 4r 
3ivift^en 4r unb 5r 



// 



f/ 



it 



ff 



^aäj bnXl^totie 


^ai) ben Stoiat^tungen 


47 m)\tx 


47 !5et;rcr 


31 


31 


13 


14 


3 


2 


1 


1 


95 


95 
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WUtt^oht btt 



hieraus Qti)t j. 99. f)tvtov, ba^ bei btbtuttnbt 93eo6a(^^ 
tungefc^fet 0,060 iit 9lr. 93, ttelc^cr jtoift^ctt 4r unb 5r 
liegt, tjottfommen fcer S^eorie gemä^ ifl unb mithin feinc8:= 
tücgd etita befonbcren flörenbcn Urfaf^cn jugeft^ricbtn ton^ 
bm barf* 

®icfe Uebereinftimmung jttJifc^cn berSbeoric unb bcn 
gegebenen S5eobad)tungen in Sejug auf bie ^äujxgfeit beB 
SJorfommenS ber ©eobat^tungSfe^Ier betätigt jtd^ a\x6) noij 
wenn man bie (Sränjen enger jie^t, jmifc^en benen eine 
gcfud;te 9(nja^[ t?on S5eobad)tung8fe^lern enthalten fein foll. 
©eien biefe ©ränjen j. 93. bie Ballen 0, 0,0055, 0,0105, 
0,0155, 0,0205, 2c. ivelif)e um baQ 3ntert?aa 0,005 fort^ 
fc^reiten, fo erhält man bie fofgenben SRefuItate: 



95onO bis 0,005 fatten 


ff 


0,006 


„ 0,010 


ff 


ff 


0,011 


„ 0,015 


ff 


ff 


0,016 


„ 0,020 


ff 


ff 


0,021 


„ 0,025 


ff 


ff 


0,026 


,/ 0,030 


ff 


ff 


0,031 


,/ 0,035 


ft 


ff 


0,036 


„ 0,040 


ff 


ff 


0,041 


„ 0,045 


ft 


ff 


0,046 


„ 0,050 


ff 


ff 


0,051 


,/ 0,055 


ff 


ff 


0,056 


„ 0,060 


ft 



SJat^betXl^eotic 


9ta(^ ten Stoba^tungtn 


20 Segler 


21 fjebter 


18 


18 


15 


15 


13 


13 


10 


8 


7 


6 


5 


4 


3 


7 


2 


2 


1 











1 


1 


95 


95 



3)ie 6ier fuf) jeigenbe (Srfc^einung, b(i% gro^e SSeobad^tungös^ 
fehler in ber ^rapS etwas [;äu|xger torfommen, al8 bie 
S^eorie julä^t, ^at ft^ au(^ in anberen, namentlich aflro- 
nomifc^en 9led^nungen me^rfa^ eingejlefft. 



3uflIfU^ fcflrf man jt^t aiidy fcen in 5) angeregten Utn» 
jlanb als ericbigt anfeilen, unb- mitt;in ben Sfuöbrutf F= 
a-\-bv mmxijali ber Sel^Urgvänjen als bm n^a^rcn SfiiS=: 
brui bcr Function F geften laffcn. SMit anberen SBorten, 
eö jtnb bie butt^ bte unrichtige SBa^l be8 9fn8bru(f§ ber 
Function F Ijerbcigefül^rten Seljler fo gering gebficfien, ba^ 
fe baS in ben eigentlii^en 93eoba^tung8fc[;Iern na^ bem 
I. Srbfc^nitte ^errfc^enbe ©efefc ni*t metflit^ [;aben ju 6e= 
einträchtigen üermot^t*). 



III. 

I)ie ®enauig!eit ber gefnnbenen tt)al;rfcf)einlic^ften 
SGBert^e ber beiben Sonflanten a unb ft, namlic^ 

a = 8,81297 

b = 0,0057695 

bejlimmt ftd) gleit^falls burc^ Sfngabe i^rer n^a^rf^einlic^en 
eJe^rer* SJlan \)at nact) §. 34 refp. bie 9ru8brüdEe 



r : 



j:{v^) 



mi;(«;2)_r((ü)]2 

m 
mS(t?a)— [E(r)]«* 



*) «Bemerfbar Mcibt inbeffen bft (linfluf bcr in Siebe flel^enbm geiler, 
toenn man bie 8lei^efoIge ber oben berechneten ©erl^e bon a; be* 
atztet, de ftnbet fi(^ nämlic^ ber SBeobac^tungöfe^ter in ben bod^« 
Voltigen ßegirungen «Rr. 1 bi« 13 übertoiegenb negatiü, bagegen 
in ben mittel^alligen gegirungen mt. 66 bi« 83 übertoiegenb 
pofitibj b. ^. bie (Rechnung liefert ba$ [pecifift^e Oetoic^t bort 
bor^errft^enb gu «ein, ^ier ober gu grof. SRan muf barau« 
fd^Iiefen, ha^ bei ber SSerbinbung Don ©über unb 5lupfcr eine 
StuÄbel^nung M 9Retane eintritt? Xüa$ mit anberm ^rfa^rum 
gen übereinflimmt. 
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446 ^ti^oht bn fUtnflett &ttabriiie. 

SJurdj ginfctuTifl bn o6igen 3ö1^Icii fiitbet man ^ierauö 

^ = 0,013644|/^^=0,00473 

/r = 0,013644 V3£ = *^'^®*^®2 • ^ 

fll8 Me traljrfc^einlidjflcn SBert^c ber tra^rfd^einlid^cn 
Sel^Icr ber Soujtanten a un5 b. ®efct man aber in 
biefen ?fnSbrü(Icn jlatt r bic oben flcfnnbenen wa[;rfd^ein' 
litten ©ränjen beS wa^rf(^cin(i(^en gc[;[era ber ^zoiai)- 
tungen, nämlit^ 

0,012976 unb 0,014312, 

fo erpit man für bie n)al;rfc^einlid^en ©ränjen be9 lüal^r' 
fc^einlidjcn Se^fera ber erflen ßonflante a bie SEBert^c 

0,00450 unb 0,00496 

unb für bie wal^rfc^einlidjen ©ränjen be8 nja^rfdjeinlid^cn 
Seblerö ber jtüeiten ßonpante b bie SBert^e 

0,0000204 iinb 0,0000226. 

Solan fann alfo 1 gegen 1 iretten, ba^ ber wal^re 
SBerti^ ber JSonjlante a jh^ift^en btn ®ränjen 

8,80801 unb 8,81793, 

fo tt)ie ba^ ber iraljre SBert^ ber Eonjlante b jttjif^en bm 
©ränjen 

0,0057469 unb 0,0057921 

enthalten fei. 
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